Sl el |2
= EEE

SR S R
ot o] o] o

=

=

=

Dopliikové doméci tikoly z Kombinatoriky a grafu I
e Reseni domécich tkoli posilejte mailem na adresu jelinek@iuuk.mff.cuni.cz.

e Na odevzdani feSeni je Casovy limit do konce Cervna.

1. Pro kazdou z néasledujicich posloupnosti urcete jeji vytvorujici funkci.

(a) 071707?”075707"'7072k+1,07...
(b) LI+ 5,1+ 3+ 5 1+5+5+8 g
(C) 07_1a47_97---7(—1)"112,...

2. Necht (a,,)22, je posloupnost takova, 7e ag = 1 a pro kazdé n > 2 plati a, = ap—1 + an—2. Jakou hodnotu musi

mit a1, aby platilo, ze lim,,_, o, a,, = 07

. Necht S = (G, z, s, ¢) je tokova sit. Predpokladejme, Ze v této siti existuje aspoii jeden tok kladné velikosti.

Rozhodnéte, kterad z nasledujicich tvrzeni jsou pravdiva. Pravdiva tvrzeni dokazte, pro nepravdiva tvrzeni
najdéte protiptiklad.

(a) Pokud je kapacita kazdé hrany S racionalni ¢islo, tak i velikost maximalniho toku v S je raciondlni &islo.

(b) Pokud je kapacita kazdé hrany S racionalni ¢islo, tak pro libovolny maximéalni tok f a libovolnou hranu e
plati, ze f(e) je racionélni.

(c) Jestlize e je hrana, jejiz koncovy vrchol je z nebo jejiz pocateéni vrchol je s, tak pro kazdy maximéalni tok
f plati f(e) =0.

(d) V siti S existuje aspon jeden maximalni tok f takovy, Ze pro kazdou hranu e, na niz ma f kladny prutok,
lezi na néjaké orientované cesté ze z do s.

. Necht (X, P) je kone¢na projektivni rovina s mnozinou bodi X a mnoZzinou piimek P. ProtoZe kazda pfimka

p € P je mnozina bodt, tvoii mnoZina piimek P mnozinovy systém. Dokazte, ze P méa systém raznych
reprezentanti.

. Magicky ctverec ¥ddu n je matice tvaru n x n, kterd obsahuje &isla 1,2,...,n%, kazdé pravé jednou, a navic

plati, ze libovolné dva fadky i libovolné dva sloupce maji stejny soucet. Ukazte, ze pokud existuji dva navzajem
ortogonalni latinské ¢tverce fadu n, tak existuje i magicky ¢tverec fadu n.

6. Dokazte nasledujici tvrzeni.

(a) Necht H je graf a necht v je ngjaky vrchol stupné d. Pokud je graf H — v vrcholové d-souvisly, pak i graf
H je vrcholové d-souvisly.

(b) Necht G je graf s alespoii k + 1 vrcholy. Potom G je vrcholové k-souvisly, pravé kdyz pro libovolnou
(k+ 1)-tici (z,91, Y2, .., yx) raznych vrcholi obsahuje graf G n&jakou k-tici cest (P4, ..., P;), kde cesta P;
spojuje vrchol x s vrcholem y;, a navic kromé x nemaji zadné dvé tyto cesty jiny spole¢ny vrchol. (K fegeni
tohoto podpiikladu smite vyuZzit tvrzeni z predchoziho podptikladu, i kdyZz ho neumite dokédzat. Za jednu
implikaci ziskate pul bodu, za obé 1.5 bodu.)

(¢) Pro kazdy vrcholové k-souvisly graf plati, Ze pro libovolnou k-tici vrchold vy, ..., vy existuje v G kruZnice
obsahujici v8echny vrcholy vq,...,v;. (K FeSeni tohoto podpfikladu smite vyuzit tvrzeni z pFedchozih
podpiikladi, i kdyZ je neumite dokézat.)

(d) Kazdy vrcholové k-souvisly graf s alespon 2k vrcholy obsahuje kruznici délky 2k. (I tady muZete vyuZzit
tvrzeni z predchozich podptikladi, i kdyZ je neumite dokazat.)
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Rozhodnéte, kterd z néasledujicich tvzeni jsou pravdiva. Pravdiva tvrzeni dokazte, pro nepravdivd najdéte
protipiiklad.
(a) Pro kazdy vrcholové 2-souvisly graf G plati, Ze pro libovolné t¥i vrcholy z,y, 2 € V(G) existuje v G kruZznice,
které tyto tii vrcholy obsahuje.

(b) Hrany libovolného vrcholové 2-souvislého grafu lze zorientovat tak, Ze kazdé dva vrcholy budou leZet na
spole¢né orientované kruznici.

(c) Necht G je souvisly graf s alespoii dvéma hranami. Pfedpokladejme, Ze pro libovolné dvé hrany e a f,
které maji spoleény vrchol, existuje v G kruZnice obsahujici e i f. Potom vzdy plati, ze G je vrcholové
2-souvisly.

Pro nésledujici grafy urcete, jakou maji vrcholovou a hranovou souvislost.

(a) Uplny bipartitni graf K, ,,.

(b) Graf vznikly z uplného grafu K, smazanim n vrcholové disjunktnich hran.

. Pfipomenme, Ze k,(G), k.(G) a 6(G) oznacuji vrcholovou souvislost G, hranovou souvislost G a minimalni

stupein G. Najdéte graf G spliwjici k,(G) = 15, k.(G) = 42 a §(G) = 138.

Dokazte, ze tplny bipartitni graf K, , ma pravé n™ 'm"~! riznych koster. Zda-li se vam to t&zké, dokazte

aspoti, 7e graf K3, ma n?3"~! koster. Za K3, dostanete 1 bod, za K,, , 2 body.

Necht G = (V, E) je graf. Rekneme, Ze vrcholy u,v € V jsou dvojnici, pokud plati, Ze kazdy vrchol sousedici s
u sousedi také s v a naopak (z ¢ehoZ mimo jiné plyne, Ze u nesousedi s v). Dokazte, ze kdyz graf G obsahuje

v My

G mé dva dvojniky stupné d, tak pocet koster G je nasobek d. Za jednoduchou variantu je 1 bod, za obtiznéjsi
dva.

. Pro kazdy graf na nasledujicim obrazku urcete, kolik ma koster (pil bodu za kazdy graf).

Gl GQ G3

Symbolem K, oznaéme uplny orientovany graf na n vrcholech, tj. orientovany graf, ktery pro kazdé dva rizné

vrcholy u a v obsahuje obé orientované hrany (u,v) i (v,u).

(a) Ukazte, Ze pro kazdé N € N je mozné obarvit orientované hrany Ky dvéma barvami tak, Ze nevznikne
zadny podgraf izomorfni K 10, jehoz orientované hrany by mély v8echny stejnou barvu.

(b) Ukazte, ze pro kazdé b € N a n € N existuje N € N takové, ze kdyZz libovolné obarvime orientované hrany

K ~N pomoci b barev, tak vzdy bude existovat podgraf izomorfni K, na jehoZ orientovanych hranéch se
vyskytuji nejvyse dvé ruzné barvy.

Najdéte piiklad nekonetného mnozinového systému 9t = (M;; ¢ € N), ktery spliwje Hallovu podminku, ale
nemd systém rtznych reprezentantt. (2 body)

DokazZte na druhou stranu, Ze kdyz 9 = (M;; i € N) je nekonefny mnozinovy systém, v ném?z kazda mnoZina
M; je kone¢na, tak 99t ma systém raznych reprezentant prave tehdy, kdyz spliuje Hallovu podminku. (2 body)



