Domaci kol z Kombinatoriky a grafa I
paté série, verze pro cviceni ve ¢tvrtek 17:20

Termin odevzdani: nejpozdéji ve ctvrtek 27. 3. v 17:20.
Cisla ve ¢tverecku jsou pocty bodi.

. Kazda ze ¢tyf nize definovanych posloupnosti ukazuje jeden kombinatoricky vyznam Cata-

lanovych &isel: plati a, = b, = ¢, = d,, = nil( "). Vyberte si z téch &tyf posloupnostf
jednu a dokazte, ze jeji Cleny jsou opravdu Catalanova ¢isla. K zisku plného poctu dvou
bodu opravdu staci dokazat toto jen pro jednu ze ¢tyf posloupnosti. Mizete to samoziejmé
dokézat pro vice z nich, a v tom piipadé dostanete dva body, pokud aspon jeden z vaSich

dikazta bude spravny. Za kazdou definici nasleduje piiklad ilustrujici situaci pro n = 4.

e (“Zakofenéné stromy”) a,, je poCet zakofenénych stromu s n hranami. Dva zakofenéné
stromy pokladame za ruzné, i kdyz se li§i jen zménou potadi potomkiu néjakého vrcholu.
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(“Cesty nad diagonalou”) b,, je pocet miizovych cest z bodu (0,0) do bodu (n,n) tako-
vych, ze zadny bod cesty nelezi pod pfimkou uréenou rovnici y = x. MfiZovou cestou

se mysli cesta, kterd se v kazdém kroku posune bud o jednu jednotku nahoru, nebo o
jednu jednotku doprava.

o (“Nekfizici parovani”) ¢, je poCet zplisobu, jak sparovat 2n bodt na kruznici do n dvojic
pomoci n disjunktnich nekiizicich se tsecek.
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e (“Permutace bez 321”) d,, je pocet zplisobi, jak sefadit ¢isla 1,2,...,n do posloupnosti
délky n obsahujici kazdé z téchto ¢isel pravé jednou tak, aby tato posloupnost neobsa-
hovala klesajici podposloupnost délky 3. Pro n = 4 mame moznosti (1,2,3,4), (1,2,4,3),
(1,3,24), (1,3,4,2), (1,4,2,3), (2,1,3,4), (2,14,3), (2,3,1,4), (2,3,4,1), (2,4,1,3), (3,1,2,4),
(3,1,4,2), (3,4,1,2), (4,1,2,3).

Necht p(z) = agr?+ag_ 129+ - -+ a2+ ag je ndjaky polynom stupné d (tj. ag, a1, . .., aq
jsou realné konstanty a ag # 0). DokaZte, Ze existuji redlna ¢isla Sg, 51, . . ., B4 takova, Ze pro

kazdé x plati
o =a(%) i (7 ) e (2) 40

Népovéda: jde to dokazat tieba indukci podle d.

. Necht p(z) = agz? + ag_129~ 1 + -+ + a1 + ag je n&jaky polynom stupné d. Definujme

Castecné soulty s, = p(0) + p(1) + - - - + p(n). Dokazte, 7e s, se rovnad n&jakému polynomu
stupné d + 1. Jinymi slovy, dokaZte, Ze existuje polynom ¢g(x) stupné d + 1 takovy, Ze pro
kazdé n € {0,1,2,...} plati s, = q(n).

. Necht /,, je pocet zpusobii, jak lze ¢islo n ziskat jako soucet libovolného poctu lichych cisel,

a necht b, je poCet zpusobu, jak lze ¢islo n ziskat jako soucet libovolného po¢tu piirozenych
CGisel vétsich nez 1. V obou piipadech soucty lisici se jen porfadim s¢itancti poklddame za
rizné. Uvazujme pouze soucty s nenulovym pocétem séitanci, tj. g = by = 0. Dokazte, Ze
pro kazdé n > 0 plati £,, = by 41.



