
Domácí úkol z Kombinatoriky a graf· I

pátá série, verze pro cvi£ení ve £tvrtek 17:20

Termín odevzdání: nejpozd¥ji ve £tvrtek 27. 3. v 17:20.
�ísla ve £tvere£ku jsou po£ty bod·.

1.2 Kaºdá ze £ty° níºe de�novaných posloupností ukazuje jeden kombinatorický význam Cata-
lanových £ísel: platí an = bn = cn = dn = 1

n+1

(
2n
n

)
. Vyberte si z t¥ch £ty° posloupností

jednu a dokaºte, ºe její £leny jsou opravdu Catalanova £ísla. K zisku plného po£tu dvou
bod· opravdu sta£í dokázat toto jen pro jednu ze £ty° posloupností. M·ºete to samoz°ejm¥
dokázat pro více z nich, a v tom p°ípad¥ dostanete dva body, pokud aspo¬ jeden z va²ich
d·kaz· bude správný. Za kaºdou de�nicí následuje p°íklad ilustrující situaci pro n = 4.

• (�Zako°en¥né stromy�) an je po£et zako°en¥ných strom· s n hranami. Dva zako°en¥né
stromy pokládáme za r·zné, i kdyº se li²í jen zm¥nou po°adí potomk· n¥jakého vrcholu.

• (�Cesty nad diagonálou�) bn je po£et m°íºových cest z bodu (0, 0) do bodu (n, n) tako-
vých, ºe ºádný bod cesty neleºí pod p°ímkou ur£enou rovnicí y = x. M°íºovou cestou
se myslí cesta, která se v kaºdém kroku posune bu¤ o jednu jednotku nahoru, nebo o
jednu jednotku doprava.

• (�Nek°íºící párování�) cn je po£et zp·sob·, jak spárovat 2n bod· na kruºnici do n dvojic
pomocí n disjunktních nek°íºících se úse£ek.
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• (�Permutace bez 321�) dn je po£et zp·sob·, jak se°adit £ísla 1, 2, . . . , n do posloupnosti
délky n obsahující kaºdé z t¥chto £ísel práv¥ jednou tak, aby tato posloupnost neobsa-
hovala klesající podposloupnost délky 3. Pro n = 4 máme moºnosti (1,2,3,4), (1,2,4,3),
(1,3,2,4), (1,3,4,2), (1,4,2,3), (2,1,3,4), (2,1,4,3), (2,3,1,4), (2,3,4,1), (2,4,1,3), (3,1,2,4),
(3,1,4,2), (3,4,1,2), (4,1,2,3).

2.2 Nech´ p(x) = αdx
d+αd−1x

d−1+ · · ·+α1x+α0 je n¥jaký polynom stupn¥ d (tj. α0, α1, . . . , αd

jsou reálné konstanty a αd 6= 0). Dokaºte, ºe existují reálná £ísla β0, β1, . . . , βd taková, ºe pro
kaºdé x platí

p(x) = βd

(
x

d

)
+ βd−1

(
x

d− 1

)
+ · · ·+ β1

(
x

1

)
+ β0.

Nápov¥da: jde to dokázat t°eba indukcí podle d.

3.2 Nech´ p(x) = αdx
d + αd−1x

d−1 + · · · + α1x + α0 je n¥jaký polynom stupn¥ d. De�nujme
£áste£né sou£ty sn = p(0) + p(1) + · · · + p(n). Dokaºte, ºe sn se rovná n¥jakému polynomu
stupn¥ d + 1. Jinými slovy, dokaºte, ºe existuje polynom q(x) stupn¥ d + 1 takový, ºe pro
kaºdé n ∈ {0, 1, 2, . . . } platí sn = q(n).

4.2 Nech´ `n je po£et zp·sob·, jak lze £íslo n získat jako sou£et libovolného po£tu lichých £ísel,
a nech´ bn je po£et zp·sob·, jak lze £íslo n získat jako sou£et libovolného po£tu p°irozených
£ísel v¥t²ích neº 1. V obou p°ípadech sou£ty li²ící se jen po°adím s£ítanc· pokládáme za
r·zné. Uvaºujme pouze sou£ty s nenulovým po£tem s£ítanc·, tj. `0 = b0 = 0. Dokaºte, ºe
pro kaºdé n ≥ 0 platí `n = bn+1.


