10. CVICENI Z OPTIMALIZACE

Komplementarita a metoda fezii

D(Volnost): Mé&jme soustavu linearnich nerovnic (S) a v ni j-tou nerovnost
;121 + Q22 + a;3T3 + ...+ AjinTn S bj.

Méjme také néjaky vektor z’.

(
s J
) > 0. Pokud by nerovnost byla >, definujeme volnost jako s

S) — n / > « P
= b; — > ., ajz;. Viimnéme si, Ze pro

(5) _
J

Pak wvolnost (slack) j-té nerovnosti vuci feSeni 2’ je s

(
’ S

Y iy ajixi — b;, aby opét platilo 85- ) > 0 pro pripustné reseni.

pripustna feSeni vzdy plati s

T (Komplementarita): Mé&jme linearni program (P) a jeho duél (D) v néasledujici formé:

max ¢z, Az < b,x > 0, (P)
min b'y, Ay > ¢,y > 0. (D)

Mgéjme také dvojici pripustnych feSeni primélu a dualu (z*, y*). Pak plati nasledujici véta: Dvojice
(x*,y*) je dvojici optimalnich feSeni pravé tehdy, kdyz plati:

Vie{l,...,n:xf'sgD):O, (1)
. P)
‘v’je{l,...,m}:sg-)-yjzo. (2)
PRIKLAD PRVNI Josef K. opsal od souseda pri pisemce z Optimalizaci piipustné reseni dudlu

a zadani primalu. Primal je:

max 3x1 + 3xo + 63 + 44
1+ 200+ 323 +24 <D
Ty + 2o+ 223+ 314 =3
T1+xo+ax3>1
Ty, T2, %3, 24 2 0

Piipustnym feSenim dualu je: y = (4,0,0). Uloha se viak ptala na to, je-li feseni dualu optimem
nebo ne. Doreste ulohu za Josefa.

PRIKLAD DRUHY Pepicka K. opsala od souseda pfi pisemce z Optimalizaci priméal a optimélni
feSeni dualu. Primélem je:
min 10z, — 4x9
x1 + 0.6x3 4+ 424 > 43
1 — T9 + 0.6x3 + 10z, > 27
1 — To — 043 — x4 > 24
r1 — T — 0.4w3 — 2004 > 22
r1 + 3.6x3 — 3x4 > 56

L1, T2,T3, Ty Z 0

Optimalnim fesenim dualu je y = (3.36,0,0,6.48,0.16). Uloha se vSak ptala na optimalni FeSeni
ptvodniho programu. Doreste tilohu za Pepicku s pouzitim komplementarity.



PRIKLAD TRETI Pro LP a jeho dual z druhého piikladu naleznéte dvojici vektoru = a y
takové, ze plati

Vie{l,...,n}:a-s?) =0, (1)

)

Vje{l,...,m}:sgp)~yj:0. (2)

ale z a y nejsou dvojici optimalnich reseni.

Tip: Najdéte rozdil mezi zadanim této tlohy a zadanim komplementarity.

Metoda fezii: Méjme mnohostén P = {x | Ax < b,z > 0}, kde A i b jsou racionalni.

D: Necht nerovnice o’z < f3 je platna nerovnice pro P. Pak nerovnici |a® |z < | 8] nazyvame platny
rez.

Platny fez spliuje kazdy celo¢iselny bod mnohosténu P. Obecny platny fez dostaneme sec¢tenim
nerovnic definujicich mnohostén vynésobenych nezapornymi ¢isly a zaokrouhlenim koeficienti a pravé
strany. Presngji platny fez lze ziskat jako |yTA|x < |yTb].

Nasledujici véta tika, ze pridavanim platnych fezi dokdzeme vytvorit jakoukoliv nerovnost platnou
pro vSechny celociselné body P.

T: Necht P = {z | Az < b,x > 0} je racionalni mnohostén a necht o’z < 5,0 € Z",8 € Z je
nerovnost, kterou splituji viechna x € P N Z". Pak o’z < 8 lze odvodit postupnym pFidavanim
platnych fezt k P.

Domaci tkoly

Deadline na odevzdani je zacatek cviceni za 2 tydny od zadéni.

OsSMY DOMACI UKOL [3 body]
Pro graf G = (V, E) uvazme relaxovany linearni program pro perfektni parovani:

min Z Ce * Te
ecF
YvoeV: Z Tyw = 1
ueV:.uwvekr
Yuv € B : 2y, > 0

1. Pro kazdé n > 3 naleznéte souvisly graf na n vrcholech takovy, Ze relaxovany LP nema pripustné
feSeni.

2. Dokazte, 7e pokud existuje £’ C E takova, ze kazda komponenta (V, E’) je bud licha kruznice
nebo hrana, potom relaxovany LP mé pfipustné feseni.

3. Dokazte, ze pokud existuje pfipustné feseni, pak existuje piipustné polo-¢iselné feSeni, tedy
feSeni, které je ma hodnoty proménnych 0, 1/2 a 1.



