Priklady z Matematiky -+
4. série — Polynomy
napovéda 23.5.2017, odevzdat do 30.6.2017

Definice: Necht T je téleso a fi,..., fr € T[x1,...,z,]. Definujeme varietu
k

V(fi,..., fx) = m{(:vl,...,xn) eT": fi(xy,...,z,) =0}.

i=1

Definice: Mé&jme polynomy f = S35 firl a g = Zé:o g;@? jedné proménné nad
télesem T. Resultant Res(f, g, ) je determinant Sylvesterovy matice (F|Gy), kde
F, € CHOXL 3 (F),. = fr_e, pricemz Tadky i sloupce é&slujeme od 0 a f; = 0 pro i
mimo interval [0, k], analogicky pro Gy.

Jo 00 go 0
Ji Jo 0 g1 9o
Lo f1 Jo 92 0
0 fo fi 93 92
0 0 fo 0 g3
Obrazek 1: Priklad Sylvesterovy matice pro k=2 al =3

1. Je pravda, Ze polynom stupné d ma nad okruhem nejvyse d korenti? Zduvod-
néte. 1]

2. Necht T je teleso a S C T je konecna. Najdéte polynom n proménnych stupné
d < |S], jehoz nulovd mnozina v S™ obsahuje pravé d|S|"~! bod. [1]

3. Bud F konecné téleso.

(a) Bud f € Flxy,...,x,] polynom, ktery mze obsahovat pouze monomy
ay xSy, ., < |Fl =10 Pak Y f(2) = 0. [2]

(b) Bud char(F) = p pro prvocislo p a mé&jme nenulové polynomy fi, ..., fi €
Flxy, ..., x,] takové, ze deg(f1) + - - - + deg(fx) < n. Dokazte, ze velikost

V(fi,..., fr) je délitelnd prvocislem p. [2]
(¢) Bud n > 1 pfirozené ¢islo a f € F[z] polynom stupné n. Pak f(FF) je bud
celé F, nebo m4 velikost nejvyse |F| — W'T_l. [3]

4. Méjme ireducibilni polynomy f,g € R[z,y|. Je pravda, ze V(f,g) je rovnéz
ireducibilni? 1]

5. Dokazte slabou Nullstellensatz pro n = 1. Pfesnéji, bud T algebraicky uzaviené
téleso a mé&jme ideal I C T[z] takovy, ze V() = (). Ukazte, ze [ = T[z]. [2]

6. Bud T téleso. Ukazte, ze pokud polynomy f, g € T[x] nemaji spoleény nekon-
stantni faktor, pak existuji polynomy u,v € T[z], pro které uf + vg =1. [2]

7. Bud T téleso. Dokazte, ze pro kazdé f,g € T[z], je-li Res(f,qg,z) = 0, pak
polynomy f, g maji spoleény nekonstantni faktor. [2]

Informace o cviceni viz http://iuuk.mff.cuni.cz/~husek/vyuka/m++1617.html



