Priklady z Matematiky -+
5. série — Funkcionalni analyza

napovéda individualné mailem, odevzdat do 16. 2.2016

Vsechny uvazované vektorové prostory (téZ linearni prostory) jsou nad télesem R.

Definice: (Topologickym) duilem normovaného linedrniho prostoru E je prostor
vSech omezenych linedrnich zobrazeni typu £ — R (funkcionéli) s normou

[1F == sup {|F| - |[z]lp <1}

a znac¢ime ho E*.

Hahn-Banachova véta: Bud f € M* spojita linearni forma na podprostoru M
normovaného linearniho prostoru E. Potom existuje F' € E* tak, ze F' = f na M a

1z = (171

Fréchet-Rieszova véta: Necht je L spojita linearni forma na Hilbertové prostoru
H. Potom existuje pravé jedno a € H takové, ze L(x) = (x,a) Yx € H. Navic
IZ] = llall.

1.

Méjme linearni prostor V- a B C V jeho symetrickou konvexni podmnozinu
takovou, Ze jeji prunik s kazdym podprostorem dimenze 1 (tj. mnozinou tvaru
{A\z : X € R} pro pevné = # 0) je uzavieny interval konecné kladné délky.
Definujme
|z|| 5 :=min{k > 0: 2 € kB}

Ukazte, ze ||.|| 5 je norma na V, a také ze kazdou normu na V' lze definovat
vhodnou mnozinou B. [2%]
Hint: Méjme X C V. Ukazte, ze (a + b)X = aX + bX Va,b > 0 pravé tehdy,
kdyz X je konvexni.

. Ukazte, ze v linedrnim prostoru W se skaldrnim souc¢inem plati [2]
Vs C W : (s) = (sH)*
Mgjme X prostor spojitych redlnych funkei na intervalu [0, 1]. Ukazte, Ze zadné

dvé normy ||.[|, pro p € [1, o] nejsou na tomto prostoru ekvivalentni. [2]

Rozhodnéte, zda nasledujici operatory na prostoru X jsou linearni a spojité.
Pokud ano, spoc¢téte jejich normu (||L]] := sup {||Lz| y : [|z]|x < 1}): [4]

(a) Lf(t) = f(t%), X =C([0,1])

Q

)
(b) Lf(t) = f(t*), X = L*([0,1])
(¢) L(xn);ey = (0,20, 21,22,...), X =1
(d) L(zn);ey = (21, 22,23,...), X =1

. Dokazte nasledujici geometrickou verzi Hahn-Banachovy véty: Budte A a B

neprazdné oteviené disjunktni konvexni podmnoziny normovaného linearniho
prostoru E. Potom existuje (nenulovd) f € E* a a € R takové, ze A C
{reFE:f(r)>ataBC{reE: f(x)<a}l. [2]

Informace o cviceni viz http://iuuk.mff.cuni.cz/~husek/vyuka/m++1516.html



