Priklady z Matematiky -+
1. série — Mira a o-algebry
napovéda po 24.11.2015, odevzdat do 1.12.2015

Definice: Bud £ C R méritelna. Pro kazdé x € R definujeme hustotu mnoziny E
v bodé z jako limitu
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pokud tato limita existuje.

1.

Rozhodnéte a zdtvodnéte, zda existuje nekonecéna o-algebra, ktera ma pouze
spocetné mnoho prvku. [2%]

. Méjme méfitelny prostor (X, S, 1) a posloupnost méfitelnych mnozin {A4;};,

takovou, ze A;11 C A; pro kazdé i. Za predpokladu pu(Ay) < oo dokazte:

i) = (4]
=0

Déle ukazte, Ze tento predpoklad je nutny (tedy najdéte piiklad, ktery nespl-
nuje predpoklad u(Ap) < oo a nespliiuje ani tvrzeni). [2]

Dokazte, ze nasledujici mnozina C' je méfitelna a spoctéte jeji (Lebesgueovu)
miru: Uvazme posloupnost {I,} konecnych soubort intervalt definovanych
nésledovné: Ko = {[0,1]}, K, = {[0,3], [3,1]}. V kazdém kroku konstruujeme
K. z K1 jako soubor uzavienych intervalli, jez jsou levymi nebo pravymi
tretinami intervala ze souboru KC,,_; (prostfedni tfetiny vynechavame). Oznac-
me K, sjednoceni souboru K,. Konecné, C definujeme jako (), K. [2]

Ukazte, ze kazdou méritelnou mnozinu konecné miry lze libovolné presné apro-
ximovat koneénym sjednocenim interval — tj. VE C R kone¢né miry a Ve > 0
existuje A C R, kterd je sjednocenim konecné otevienych mnoha intervali,
takova, ze A(EAA) < e.

Déle ukazte, ze predpoklad koneéné miry je nutny — tj. najdéte meéritelnou
mnozinu nekonecné miry, kterou nelze aproximovat koneénym sjednocenim
intervalt pro néjaké e > 0. [2]

Ukazte, ze kazdou métitelnou podmnozinu R konecné miry lze libovolné apro-
ximovat zevnitt kompaktni (tj. uzavienou a omezenou) mnozinou —tj. VE C R
konefné miry a Ve > 0 existuje K C E kompaktni takova, ze u(E \ K) < e.

2]

Hint: Nejprve zkuste tvrzeni dokazat za predpokladu, ze E je omezena.

Dokazte, ze neexistuje méfitelnd mnozina E C (0, 1) takovd, ze A\(E) = 1/2
a pro kazdé z € (0,1) je hustota E v bodu « rovna 1/2. [2%]
Hint: V prubéhu TeSeni nejspise vyuzijete aproximaci pomoci jednoho z pre-
deslych priklad.

Informace o cviceni viz http://iuuk.mff.cuni.cz/~husek/vyuka/m++1516.html



