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Nejlehci kostry

Rezové lemma: Bud G = (V, E) neorientovany graf s unikédtnimi vdhami na hra-
nach, £/ C F elementarni fez® a e € £’ nejlehci hrana tohoto fezu. Pak se e nachézi
ve vsech nejlehcich kostrach.

Disledek: Kazdy graf s unikdtnimi vahami hran ma minimalni kostru jednoznacné
urcenou usporadanim vah hran, na hodnotach vah nezalezi.

Algoritmy:

1. Jarnikav (téz Primuv ¢ Dijkstriv): Péstujeme souvisly podgraf kostry. Za-
¢neme s jednim vrcholem a vzdy pridavame nejleh¢i hranu vedouci z aktualniho
podgrafu do zbytku grafu.

2. Boruvkuav: Za¢neme s lesem tvorenym vSemi vrcholy. V kazdé fazi rozlozime
les na komponenty souvislosti a pro kazdou komponentu pridame nejlehci in-
cidentni hranu. Potfebuje unikatni vahy hran, nejvyse O(logn) fazi.

3. Kruskaluv (téz Hladovy): Zacneme s lesem bez hran. Probirdme hrany grafu
od nejlehéi a pokud pridani hrany nevytvori v lese cyklus, tak ji pridame.

Slozitost algoritmt

o Bortvkiv algoritmus trva logn fazi a kazda faze je linearni, takze celkem
O(mlogn).

o Jarnikiv algoritmus: zalezi jak reprezentujeme hrany vedouci ven. Nejlepsi
je pamatovat si v haldé sousedni vrcholy ohodnocené délkou nejkratsi hrany,
kterou do nich muzeme prijit. Toto v kombinaci s Fibonaciho haldou dava
O(nlogn +m).

o Kruskaliv algoritmus: ¢as na setfidéni hran plus n unionii a m find na struk-
tutre velikosti n.

Struktura Union-Find

Reprezentuje komponenty souvislosti grafu a umi operace:

o FIND(u, v): zjisti, zda u a v jsou v téze komponenté.
o UNION(u, v): spoji komponenty obsahujici u a v.

Implementace:

« Polem: pole celych ¢isel velikosti n. Cislo uréuje komponentu. Cas na Krus-
kaliiv algoritmus: naivné O(n?), chytieji O(m + nlogn) (viz cviceni 7).

! Mnozina hran E’ je elementérni fez, pokud E’ = e(V’,V \ V') pro n&jakou () # V' C V.



Keriky: kazda komponenta je reprezentovana stromem orientovanym do ko-
fene. Slozitos Kruskalova algoritmu (vyjma tridéni):

— naivné O(mn)

— UNION dle ranku ¢i komprese cest O(mlogn)

— UNION dle ranku s kompresi cest O(ma(n))

Pi#iklady

1.

2.

V rozboru implementace jsme navrhovali ulozit vSechny hrany fezu do haldy.
Rozmyslete si vSechny detaily tak, aby vas algoritmus bézel v ¢ase O(mlogn).
Dokazte, ze Jarnikiiv algoritmus funguje i pro grafy, jejichz vahy nejsou uni-
katni.

Rozmyslete si, jak v pripadé, kdy vahy nejsou unikatni, najit vsechny mini-
malni kostry. Jelikoz koster muze byt mnoho (pro uplny graf s jednotkovymi
vahami jich je n"~2), snazte se o co nejleps{ sloZitost v zavislosti na velikosti
grafu a poc¢tu minimalnich koster.

Unikatnost vah je u Boruvkova algoritmu dilezita, protoze by v kostie mohl
vzniknout cyklus. Najdéte priklad grafu, kde se to stane. Jak presné pro takové
grafy selze nas dukaz spravnosti?

Kontrahujici Borivktv algoritmus: Bortvkav algoritmus mizeme pre-
formulovat, aby kazdy strom lesa udrzoval zkontrahovany do jednoho vrcholu.
Iterace pak vypada tak, ze si kazdy vrchol vybere nejlehcéi incidentni hranu,
tyto hrany zkontrahujeme a zapamatujeme si, ze patfi do minimélni kostry.
Ukazte, jak tento algoritmus implementovat tak, aby bézel v ¢ase O(mlogn).
Jak si poradit s ndsobnymi hranami a smyckami, které vznikaji pii kontrakci?
Ukazte, ze pokud algoritmus ze cviceni ff pouzivame pro rovinné grafy, bézi
v Case O(n). Opét je tieba spravné osetfit ndsobné hrany.

Peclivée ukazte, ze Union-Find s polem lze zrychlit precislovavanim mensich
komponent.

Domaci tukoly

Ukoly jsou za plny pocet bodi 3 tydny od zaddn{ (deadline je pocatek cviceni),
poté za polovinu bodi. Ukoly mi posilejte na husek+ads@iuuk.mff.cuni.cz.

1.

3.

Méjme neorientovany graf s hranami ohodnocenymi celymi ¢isly od 1 do L.
Vymyslete co nejefektivnéjsi algoritmus pro nalezeni minimalni kostry. Jeho
slozitost analyzujte vzhledem k velikosti grafu a cislu L. Devét bodi za algo-
ritmus efektivni pro malé L (feknéme desitky), vice, pokud bude efektivni i
pro radové vétsi L. [lmst, 9]

. Sestrojte graf, na kterém algoritmus ze cviceni H potiebuje ¢as Q(mlogn).

(Forméalné nekonstruujete jeden graf, ale nekone¢nou posloupnost grafi, pro-
toze pro jeden graf asymptotiockda notace nedava smysl.) [graf, 9]
Naleznéte druhou nejlehéi kostru. [mst2, 13]

Informace o cvic¢eni viz http://iuuk.mff.cuni.cz/~husek/vyuka/ads1516.html
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