5. CVICENI Z OPTIMALIZACE Mnohostény

Definice: Necht P je konvexni mnohostén a ¢ € R", ¢t € R. Jestlize Vo € P : ¢cT'x < t a zaroveil
Jx : Tx = t, oznacime {z|cTx = t} jako tecnou nadrovinu n; konvexniho mnohosténu P.

Priniky teénych nadrovin s mnohosténem S = n; N P pak nazyvame sténami mnohosténu P. K nim
také zapoditavame dvé nevlastni stény O a P.

Definice: Vrchol mnohosténu P je sténou dimenze 0. Hrana P je sténou dimenze 1. Nakonec faseta
P je sténou dimenze d — 1.

Definice: d-dimenzionalni simplex je konvexnim obalem d + 1 afinné nezavislych bodi. Pro jedno-
duchost si d-dimenzionalni simplex v R? miizeme predstavit jako

conv(0, (0,0, ...,0,1),(0,0,...,1,0),...,(1,0,...,0,0))

d-dimenziondlni krychle je konvexnim obalem vSech 0/1-vektori z R

KriZovy mnohostén definujeme jako {x € R" : |z1| + |z2| +|z3|+ ...+ |z,| < 1}. Ve tfech rozmérech
mu fikame osmisten.

PRIKLAD PRVNI Méjme konvexni mnohostén P. Dokazte, ze prinik dvou stén P je také
sténa P.
PRIKLAD DRUHY Uvazte vas oblibeny konvexni mnohostén P a najdéte dvé rizné tecné

nadroviny ng, ny, jejichz neprazdny prunik s P urcuje tutéz sténu.
PRIKLAD TRETI Dokazte, ze libovolna sténa simplexu je sama simplexem.

PRIKLAD CTVRTY Pravidelny konvexni mnohostén je takovy konvexni mnohostén, kde je
kazda faseta isomorfnim pravidelnym mnohosténem a kazdy vrchol je urcen stejnym poctem faset.

V 5 rozmérech a vysSe uz existuji jen 3 neisomorfni pravidelné konvexni mnohostény: simplex, kiizovy
mnohostén a vicerozmérna krychle.

e Odvodte pocet vSech stén d-dimenzionélni krychle.

e Odvodte pocet k-dimenzionalnich stén d-dimenzionalniho simplexu.

Tip: Pokud nevite jak na to, zkuste nejdiive pocitat stény 2, 3,4, 5-dimenzionalnich objekt.

PRIKLAD PATY Rozhodnéte, jestli vrchol v = (1,1,1,1) je vrcholem mnohosténu definova-
ného nasledujicim systémem nadrovin:

-1 -6 1 3 -3
-1 -2 7 1 o 5
0 3 —10 -1 2l < | -8
-6 —11 -2 -—12| ("3 —7
1 6 -1 -3 = 4
PRIKLAD SESTY Nakreslete Hasseho diagram castecného usporadani stén ctyrsténu. Jako

usporadani pouzijte inkluzi.

PRIKLAD SEDMY Pro pravidelny konvexni mnohostén v prostoru (¥iké se jim Platonskd télesa
ozna¢me pocet vrcholi mnohosténu V', pocet 1-stén (hran) £ a pocet 2-stén (stén) F.



Pak mtzeme pro 3-rozmérné pravidelné konvexni mnohostény formulovat Eulerovu poucku:
V-E+F=2,

a protoze kazda sténa ma pravé p hran a kazdy vrchol vidi pravé ¢ hran, mame:
pF =2FE =qV

Pomoci téchto vztahti (anebo jinak) odvodte, kolik existuje neisomorfnich pravidelnych konvexnich
mnohosténti v prostoru.

Tip: Zkuste nejprve odvodit 1/q¢+ 1/p =1/2 + 1/E. Pomoci této rovnosti uz to pujde lehko.

PRIKLAD OSMY Naleznéte vSechny vrcholy mnohosténu zadaného takto:

201 + w2 + 23 < 14
2x1 4+ dxy + bz < 30
1 >0

To >0

z3 >0



