3. CVICENI Z OPTIMALIZACE

Linearita, konvexita, afinita,

Dva priklady jesté na formulace:

PRIKLAD PRVNI Student Josef K. dostal na cviceni z Optimalizace zadany tukol:

Navrhneéte celociselny program pro problém obchodniho cestujiciho, c¢ili pro dany ohodnoceny graf
G=(V,E,f), kde f : E — RJ, chceme najit Hamiltonovskou kruznici s nejkratsi délkou.

Josef K. navrhuje nasledujici feseni:

»Pro kazdou hranu uv mame proménnou z,, € {0,1}, cilova funkce je min}  _p f(uv)z,, a pro
kazdy vrchol v mame podminku Z“uie £ Tui = 2.5

Funguje feseni Josefa K.? Pokud ano, zdtivodnéte, pokud ne, zdivodnéte a jesté vymyslete lepsi. V
tomto piikladu méte povoleno 2!V podminek (ale neni to potieba).

ResSeni. P¥ipustnym feSenim mtize byt i mnozina disjunktnich kruznic, které pokrjvaji vSechny
vrcholy. Pro spravné feseni miizeme pfidat napf. podminku ) weUvgr Tuv = 1 pro kazdou vlastni
podmnozinu vrchola U.

PRIKLAD DRUHY Méjme zadanou matici A a mnohostén Az < 0,z > 0. Vymyslete linearni
program, pomoci kterého jde rozhodnout, jestli mnohostén je trividlni (obsahuje pouze bod 0) nebo
ne.

Tip: Budou se asi opét hodit triky s epsilony.

Reseni. Libovolné jiné feseni bude mit alespoii jednu slozku kladnou. Jak to otestovat? Staéi pfidat
podminky x1 —e; > 0,29 —e9 > 0,...2x, — &, > 0. Samo o sobé to nestaci, protoze vektor ¢ by stéle
slo nastavit na 0. Sta¢i ale do maximalizac¢ni funkce zvolit max ), e; a pomoci existence nenulového
feSeni to jiz umim rozhodnout.

PRIKLAD TRETI Méjme mnohostén (vlastné tsecku v 1D) P = {z € R|z > 1&z < 2}.
Prevedte zapis jeho dvou nerovnicovych podminek do rovnicového tvaru a nakreslete mnohostén
z rovnicového tvaru (jeho prostoru vzroste dimenze).

Reseni. Z nerovnic udélame rovnice, ¢ili ziskdme systém
r—q =1,
T+ g =2,
¢1>20,g20>0,2>0.
Nakreslit jej uz neni tézké.

PRIKLAD CTVRTY  Kiifovyj mnohostén definujeme jako {x € R" : |z1| + |zo| + |zs| 4+ ... +
|z,| < 1}. Ve tfech rozmérech mu fikdme osmistén. Jednotkovou krychli v n dimenzich definujeme
jako prostor [—1, 1]™.

e Popiste vSechny nadroviny (nerovnice poloprostort1), které jsou potfeba k vyjadieni osmisténu
a tfirozmérné krychle.

e Kolik nadrovin je potfeba k popisu d-rozmérného kiizového mnohosténu?



Reseni. Pro krychli je nerovnic 6, vétsina tvaru z < 1,z > —1. Pro osmistén potiebujeme rovnice
typu x +y — z < 1, které urcuji poloroviny okolo poc¢atku. Ve skutecnosti si mizeme predstavit feseni
jako skalarni soucin (1,1, —1)-(z,y, z) < 1. Rovnic potfebujeme 8, jednu pro kazdy t¥islozkovy vektor
znamének.

Obecné budeme potiebovat 2¢ nadrovin, protoze kifZovy mnohostén méa 2¢ stén dimenze d — 1.

PRIKLAD PATY Mé&jme matici A € R?*3 a b vektor z R% Popiste, jak mtize vypadat
mnozina {x € R*|Az = b} geometricky.

ResSeni. Mame vlastné sadu dvou rovnic o t¥ech neznamgch. Ty nemohou mit FeSeni jeden bod,
protoZe neznamé jsou tfi a rovnice jen dvé. Rovnice o tfech nezndmych v R?® popisuji roviny, takze
bud se roviny protnou a dostaneme jako feSeni pfimku, nebo jsou shodné a dostaneme jako FeSeni
rovinu, nebo jsou rovnobézné a dostaneme jako feseni prazdnou mnozinu.

PRIKLAD SESTY Jak miize vypadat vzajemnd poloha dvou rovin v R*?

Reseni. Dvé roviny mohou byt bud rovnobézné (ve stejném prostoru), mimobézné (v riiznych
prostorech), nebo se mohou protinat, a to bud jako celd rovina (identické), jako pifimka (jsou ve
stejném prostoru), nebo jako bod.

Je uzitecné si uvédomit, Ze roviny v R* jsou zadany dvéma rovnicemi. Piiklad dvou rovin, co se
protinaji v bodé:

R={(z,y,z,p)lt =2,y =3} Q ={(z,y.2,p)|z = 4,p = 5}.

PRIKLAD SEDMY Necht W C R" je afinni prostor. Z definice je pak W tvaru W = U’ + v/
pro néjaky linearni prostor U’ a néjaky vektor v'. DokaZte, Ze existuje pravé jeden linedarni prostor
U C R" takovy, ze W = U + v pro néjaky vektor v.

Charakterizujte vSechny vektory v, které posunou linearni prostor U na afinni prostor W.

Reseni. Prvni ¢ast: Kdyby existovaly takové dva rtizné prostory U; a U, a k nim vektory vy, vs
ze Uy + v = Us + v, tak mame, ze Uy = Uy + vy — vy, ale dva linearni prostory nejde na sebe
posunout zadnym netrividlnim zptisobem — jinak totiz ztratime nulovy vektor. Posun tedy musel byt
jen trivialni (o vektor, ktery lezel v Uy) a Uy = Us.

Druhé ¢ast: Necht W = U +wu. Nutné u € W, protoze 0 € U. Dokézeme teda, ze pro kazdé u,u’ € W
je W —u=W —u/, coz bude ekvivalentni tomu, Ze kazdy vektor z W je jednim z hledanych vektort
v, ktery posouva U na W.

Necht z € (W —u). Pak x = (a — u). Jenze taky u' € W, takze (a —u+u') je afinni kombinace bodi
z W a taky patii W. Takze (¢ —u+u') — v € (W — ') a zjevné ((a —u+u') —u') = .

Tresnicka pro rychlé poctare:

PRIKLAD OSMY Mgéjme zadany konvexni n-thelnik K v roviné (tfeba jako mnozinu n polo-
rovin). Naleznéte linearni program, ktery najde a spo¢itd maximélni polomér kruznice, kterou jesté
lze vepsat do K.

Tip: Muzete predpokladat, Ze soustavu mate zadanou tak, ze nejprve je zadano d polorovin, které
tvori dolni obalku, a pak n — d polorovin, které tvoii horni obalku (a d znate).



