7. CVICENI Z DM

Grafy, konecné

Definice: Graf je stromem, pokud je souvisly (z kazdého vrcholu se da dostat do vSech ostatnich)
a neobsahuje kruznici.

PRIKLAD PRVNI{. Co mutiZzeme Fici o stupnich:
® prazdného grafu,
¢ Uplného grafu,
® kruznice,
¢ Uplného bipartitniho grafu?

PRIKLAD DRUHY Existuje graf s néasledujicimi stupni? Pokud ano, nakreslete ho, pokud
ne, zdivodnéte.
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PRIKLAD TRETI. Méjme v grafu most. To je hrana takova, ze graf se po odebrani této
hrany stane nesouvislym. Mize kruznice obsahovat most? A mtize strom obsahovat most? Pokud
ano, kolik nejméné? A kolik nejvyse?

PRIKLAD CTVRTY. Kolik existuje vrcholt stupné jedna, tzv. listdl, ve stromu?

e Nejprve dokazte, ze pro kazdy strom (na aspori dvou vrcholech) je alesponi jeden list.
e Pak dokazte, ze pro kazdy strom velikosti aspon dva existuji alespon dva listy.
e Nakonec ukazte, ze kazdy strom obsahuje A list1, kde A je jeho nejvyssi stuper.

Miize vam pomoci ,indukce podle poctu vrcholi“: Vezmete strom na n + 1 vrcholech, odeberete
néjaky vhodné zvoleny vrchol, tim se strom rozpadne na jeden nebo vic dalsich stromii (na kolik se
jich rozpadne, muzete ovlivnit tim, ktery vrchol smazete), na zbytek aplikujete indukei, pak vrchol
vratite a ivahou potvrdite, ze hypotéza plati i pro ptivodni strom.

PRIKLAD PATY. Dokazte, ze graf je stromem, pravé kdyz z kazdého vrcholu do kazdého
vrcholu existuje pravé jedna cesta.

Napovéda: Dokazte obé implikace ekvivalence s definici stromu vyse.

PRIKLAD SESTY. Dokazte, ze graf je kruznici, pravé kdyz z kazdého vrcholu do kazdého
vrcholu vedou pravé dvé cesty.

PRIKLAD SEDMY [1B] Turnaj je Uplny orientovany graf. To znamend, Ze pro dané n je T;, graf
takovy, ze vezmeme K, a ke kazdé hrané vybereme jeden smér (fikdme, Ze hranu zorientujeme).

Definujme dlouhou Hamiltonovskou cestu pro orientovany graf na n vrcholech tak, Ze je to cesta
na n vrcholech takové, Ze orientace Sipek jsou na této cesté spravné (od 1. do 2., od 2. do 3. ...).
Je dilezité, Ze tato cesta ma stejné vrcholt, jako cely graf.

Dokazte, ze kazdy turnaj na n vrcholech obsahuje alespon jednu Hamiltonovskou cestu jako podgraf.
(Hodi se k tomu napiiklad indukce.)

PRIKLAD OSMY [QB] Pokracovani sedmé tlohy. Existuje né€jaky turnaj, ktery mé pouze jednu
Hamiltonovskou cestu jako podgraf? Naleznéte jej. Co je zajimavéjsi, je to, ze takovy turnaj
existuje pouze jeden — dokazte, ze pro kazdy turnaj, ktery neni stejny jako onen protipiiklad, uz
Hamiltonovské cesty existuji alespon dvé.



