| 6. CVICENI Z DM Princip inkluze a exkluze

Na tabuli: Mé&jme 16 pismen: A,B,c,D,E,F,G,H,I,J,XK,L,M,N,0,P. Spocitejte pocet jejich usporadani,
ktera splnuji, ze z nich nejde vyskrtanim ziskat ani jedno ze slov PONK, DOBA, COP.

PRIKLAD NULTY. Méjme Sachovnici 4 x 4. Necht R; je jev: ,kameny jsou na fadku i.“
Necht S; je jev: ,4 kameny jsou na sloupci j“.

Vytvorte jev ,Na zaddném radku nejsou 4 kameny, ale na alespon jednom sloupci jsou 4 kameny*
pomoci R;, Sj, U, N a negaci. Negace pouzivejte jen u zakladnich vyroka — ¢ili jen (—R;) nebo

(=5)).

PRIKLAD PRVNI{. Kolika zptsoby lze umistit 8 kament na Sachovnici 4 x 4 tak, aby se na
sachovnici vyskytovaly 4 kameny ve stejném radku nebo sloupci?

PRIKLAD DRUHY. Kolika zpiisoby lze sefadit do fronty 5 Cechii, 4 Madary a 3 Rusy tak,
aby v8ichni pfislusnici zddného naroda netvorili souvisly blok? (Jednotlivi ob¢ané stejného statu
nejsou rozlisitelni.)

Tip: Kolik existuje usporadani 5 Cechii, 4 Madarti a 3 Rusti celkem? No, norméalné by jich bylo
(5+4+3)!, kdyby vsichni byli rozlisitelni. Lidé uvnitf naroda ale rozlisitelni nejsou, asi to budeme
muset néc¢im podélit . ..

PRIKLAD TRETI Zacnéme pocitat Eratosthenovo sito na hledani prvocisel. To funguje tak,
Ze si napisu tabulku c¢isel od 1 tfeba do 100, vyskrtnu jednicku, pak najdu nejnizsi nevyskrtlé ¢islo
(dvojka), prohlasim ho za prvocislo a z tabulky vyskrtam vSechny jeho nésobky. Pak vezmu dalsi
nejmensi nevyskrtlé ¢islo (trojka), a provedu to samé. Takhle najdu v tabulce vSechna prvoéisla.

Otézka zni: Kolik ¢isel (vlastné kandidatti na prvocisla) mi zbude, pokud skon¢im proces u sed-
micky? Cili jsem pravé vyskrtal vechny nasobky 2,3,5 a 7.

Pripominka: Konecné funkce f : X — Y je surjektivni, pokud pro kazdy prvek y € Y existuje
(alesponi jeden) prvek = € X tak, ze f(z) = y.

PRIKLAD CTVRTY Nyni uz budeme pocitat klasickou, tvrdou verzi principu inkluze a exk-
luze. Navrhnéte vzorec, ktery spocita pocet surjektivnich funkci. Klasicky postup: vymyslete jevy,
kterymi by se to dalo spocitat pomoci sjednoceni, a pak spocitejte jejich pruniky.

Pripominka: Stirlingovo ¢islo {Z} pocita pocet rozkladi mnoziny {1,2,3,...,n} do k mnozin.
PRIKLAD PATY Navrhnéte vzorec, ktery pocita Stirlingova ¢isla pomoci principu inkluze

a exkluze. Klasicky postup: jevy, atd. Ovérte na vysledku z predchoziho pfipadu, ze vysledek byl
spravny.

Nésledujici ptiklady pocitaji s Eulerovou funkei — to je funkce p(n), kterd pro n spocita pocet vsech
¢isel a od 1 do n, ktera jsou nesoudélna s ¢islem n. Tzn. NSD(a,n) = 1.

PRIKLAD SESTY. Kolik vyjde ¢(n), pokud n je prvocislo? A kolik, je-li to mocnina pr-
vocisla?
PRIKLAD SEDMY. Mé&jme p1, pa prvocisla. Kolik je &sel od 1 do n, kterd déli jak prvoéislo

p1, tak po? A da se tento pocet vyjadrit pro m riznych prvocisel?

PRIKLAD OSMY. Necht n je ¢islo ve tvaru p; - pa -« - pm. Navrhnéte vypocet ¢(n) pomoci
principu inkluze a exkluze. (Je tedy tfeba nastavit mnoziny A;. Pfedchozi cvideni napovida, co by
mohly byt priniky.)

PRIKLAD 9 [2B] Dopocitejte presny vzorec pro Eulerovu funkci. Pouzijte prvociselny rozk-
lad ¢isla n.



