4. CVICENI Z DM

Kombinatorické pocitani: objekty

ULOHA NULTA Pfipomerite si (z minulych cviceni a ze stfedni skoly), kolik existuje nésle-
dujicich objekti:

® pocet vSech podmnozin libovolné n-prvkové mnoziny,

® pocet vSech k-prvkovych podmnozin n-prvkové mnoziny,

® pocet vSech relaci na n-prvkové nosné mnozineé,

® pocet vSech vydlazdéni Ssachovnice 2 x n pomoci dominovych kostek 2 x 1,

vsech funkci z m-prvkové mnoziny do n-prvkové mnoziny,

vsech bijekci z n-prvkové mnoziny do n-prvkové mnoziny,
® vSech permutaci na n-prvkové mnoziné,

kolik miize byt minimalné t¥id ekvivalence pro ekvivalenci na n-prvcich? A kolik
muze byt tfid maximalné?

ULOHA PRVN{ Na sidlisti se skvi panelak s n patry. Sprava domu se rozhodla ho vymalovat
modrou a ruzovou, z toho kazdé patro jednou barvou. Modrou miizeme pouzit bez omezeni, ale
rizova nesmi byt na dvou po sobé jdoucich patrech. Kolik existuje zptisobii, jak paneldk vymalovat?

ULOHA DRUHA
¢ Kolik existuje vSech reflexivnich relaci na n prvkové mnoziné?

e Kolik existuje vSech symetrickych relaci na n prvkové mnoziné?

Tip: Ukazovali jsme si reprezentaci relaci pomoci matic. Jak jde na matici nahlédnout, Ze vsech

, , Ve v 2 ., . , . , . ,
relaci na n-prvkové mnoziné je 2™ 7 Jak vypadaji reflexivni, resp. symetrické relace v maticové
reprezentaci?

Poznamka: Kolik je tranzitivnich relaci je obecné docela tézka tloha, proto se ji takticky vyhneme.

ULOHA TRETI] Dokazte, ze prostych funkci z m-prvkové mnoziny do n-prvkové mnoziny
(n>m)jepravé n®=n-(n—1)-(n—2)-(n—3)---(n—m+1). Zapsat by se to také dalo jako

() ml

Funkce f: M — N je prostd, pokud pro kazdé dva =,y € M plati, ze f(z) # f(y).
Tip: Pouzijte indukci.

Dalsi druh cisel, kterd budeme potiebovat, nazyvame Stirlingova cisla druhého druhu. Existuji i
prvniho druhu, ale ty zde probirat nebudeme, proto jim budeme fikat Stirlingova cisla.

Ta se definuji tak, ze {Z} znamena pocet zpusobi, jak rozepsat mnozinu {1, 2, ..., n} na disjunktni
sjednoceni k£ neprazdnych mnozin.

Tedy {3} =7, protoze {1,2, 3,4} mizu napsat jako sjednoceni jednoprvkové mnozZiny a t¥iprvkové
mnoziny (4 moznosti), nebo jako sjednoceni dvou dvouprvkovych (3 moznosti). Vsimnéte si, Ze
na pofadi mnozin nezalezi, jen na jejich obsahu; {{1,3},{2,4}} a {{2,4},{1,3}} se pocitaji jako
jeden rozklad.

ULOHA GTVRTA Spocitejte (zjednoduste vyrazy):
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ULOHA PATA Dokazte platnost vzorecku, ktery je podobny tomu pro kombinacni ¢isla:

n| [n-—1 Lk n—1
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Tip: Pron = 0 a k = 0 a n libovolné neni co dokazovat, nebof neni co s ¢im secist. Tedy
predpokladejte, ze n i k jsou vétsi nebo rovné jedné a pak jej dokazte odebranim jednoho elementu

a pocitacim argumentem: odeberu ¢islo n, kolik méam moznosti, jak jej vratit (do néjakého rozkladu
isel {1,2,3,4 ...,n — 1} a ziskat rozklad na k& mnozin?

ULOHA SESTA Spocitejte pocet surjektivnich funkci z m-prvkové mnoziny do n-prvkové
mnoziny. Funkce f: M — N je surjektivni (neboli na), pokud Vz € N3z € M : f(z) = =.
Tip: Proc je to az Sesta tloha, kdyz tematicky je podobna tloze treti?

ULOHA SEDMA [2B] Spocitejte pocet relaci na n-prvkové mnoziné, které jsou ekvivalencemi.
Vysledek muzete zapsat jako sumu (kombinac¢nich éisel, Fibonacciho ¢isel, atd.).



