5. DU Z DISKRETKY

Popisemkové

PRIKLAD PRVNI — [1.5B]

Spocitejte pomoci PIE: Kolik existuje podmnozin {1,2,...,n} takovych, Ze neobsahuji dvé po
sobé jdouci ¢isla?

Vysledek miizete nechat jako sumu, ale pokud mozno co nejjednodussi sumu.

PRIKLAD DRUHY — [1.5B]

Spocitejte pomoci PIE: Méjme 52 rozlisitelnych karet, vzdycky 13 se stejnou barvou (4 barvy).
Kolika zptisoby muzeme vybrat 13 karet tak, abychom ve vybéru dostali kazdou barvu aspon
jednou?

Vysledek miizete nechat jako sumu, ale pokud mozno co nejjednodussi sumu.
PRIKLAD TRETI — [2B]

Spocitejte i3

PRIKLAD CTVRTY — [2B]

Spocitejte Y (3) - (k —1).

Nasledujici teorie nebude v zadné pisemce. To ale neznamena, ze se pii pisemce nemtize hodit — je
to uzitecna teorie. Vsechny priklady ale ptijdou Tesit i bez ni. Néasledujici tkoly tedy chapejte jako
jesté vice nepovinné, nez obvykle.

Sumy jsou (podobné jako integraly) nepiijemné v tom, Ze ¢lovék nikdy moc nevi, jak by na né mél
jit. Je sice par osvédcenych postupi, ale ¢lovék nikdy nema jistotu, navic né€které sumy nemaji
zadny hezky uzavieny tvar (jako napiiklad dnesni > ;_, 1/k.

Integraly se v matematické analyze Casto fesi pomoci nékolika osvédcéenych pravidel. Jak se na
stfedni skole ik4, integral je vlastné hodné zjemnénd suma — nakonec i proto znacka [ i znacka X
jsou pribuzné s pismenkem s. Neslo by tedy odvodit podobnou teorii, kterou mame pro integralni
pocet (primitivni funkce, per partes, substituce) i pro koneéné sumy?

Ukazuje se, Ze ano — a takovéto teorii se fika diskrétni integrace nebo také konecny/diskrétni kalku-
lus. Zatimco v obecném kalkulu se definuje limita a integral, tady zadefinujeme podobné pojmy,
které ndm umozni pocitat sumy.

Misto derivace, tedy limity

Dy(x) = f'(x) = lim(f(z + h) — f(x))/h

h—0

se zavadi diference, coz je hodnota limity pro A~ = 1, nejmensi kladné piirozené ¢islo:
Ap(r) = flz+1) = f(2).

Povsimnéme si, ze diference (ani derivace) neni klasicka funkce, ale operator (funktor): Jako klasicka
derivace bere (tfeba redlnou) funkei a jejim vysledkem je nova redlné funkce, tady je vstupem funkce
na prirozenych ¢islech a diference vrati novou funkci, opét definovanou na vsech ptirozenych ¢islech.

Mozna vas mize zmast notace bez carky, takze si ovérte, ze to chapete, na ptikladech:

Noy =2(y+1)—2y=2

Ay =y+1)P°—y> =32 +3y+ 1.



Vgichni zname vztah () = na™"1, aviak pro kone¢ny kalkul tento vzorec neplati. Plati ovSem

podobny vzorec, pokud misto polynomu x™ uvazime tzv. padajici faktoridl, definovany jako

t=z-(r—1)-(x—2)---(x —n+1).

Tedy to neni nic jiného, nez soucin n po sobé jdoucich ¢isel od x —n + 1 do x. Padajici faktorialy
se objevuji, pokud poc¢itdme kombinac¢ni ¢isla a vykratime spravné faktorialy. Presné receno:

(Z) — nk /R,

PRIKLAD PATY — [2.5B]
Dokazte, ze

Aym = m - 221
Mame-li ,néco jako derivaci®, nabizi se nadefinovat i ,,néco jako integral® jako inverzni operator k A:
Definice. Rikame, ze S(g) = f a fikdme, ze neurcitd suma z g je f, pokud plati, Ze Ay =g.
Opét plati, ze S je operator, tedy vraci novou funkci na pfirozenych ¢islech pro starou funkci
na prirozenych cislech. Zatim ani nevime, jestli nami definovana neurcitd suma néjak odpovida
klasickym sumam — nemame nic jiného, nez jeji definici.
Nyni, podobné jako v analyze, definujeme urcity integral ff g(x)dx = f(b)— f(a), stejné definujeme
urcitou sumu jako S°(g) = f(b)— f(a). No a nynf si viimneme, Ze klasickd suma Zf;i g(i) je presné
f(b) — f(a), pokud plati, ze Ay = g. Nami inverzné definované urc¢ité sumy tedy nejsou nic jiného,
nez soucty hodnot.

Zkuste to ovérit sami.

PRIKLAD SESTY — [2.5B]

Dokazte, ze nové definovand ,urcita suma“ S2(g) = f(b) — f(a) (pro funkci f takovou, Ze Ay = g)
je pfesné rovna postaru definované sumé Z;’;i g(7).

Napovéda: Staci rozepsat pomoci definice diference.

Da se s urc¢itymi i neurcitymi sumami pracovat abstraktné, jako s integraly? Ano, ale to si musime
ukazat az nékdy jindy.



