2. PISEMKA Z DISKRETKY

s napovédami

Na vypracovani mate 90 minut. Nezapomeiite se podepsat. Muzete pouzit vSechny tisténé mater-
ialy a kalkulacky, ale ne jina elektronicka zafizeni (ani ta, co obsahuji aplikaci kalkulacka). Vysledek
by mél mit co nejjednodussi formu, co zvladnete vyjadrit. MiiZete pouzivat znamé matematické

zkratky (3(n), (}), {1}, F; i dal3i.)

PRIKLAD PRVNI [5B].  Spoditejte sumu:
n
> k2
k=0

Napovéda: Pouzijeme trojthelnikovou metodu, nebot uz zname > k2% a S 2.

PRIKLAD DRUHY [5B]. Dokaite, 7e pokud graf je souvisly, tak obsahuje alespoii |[V| — 1 hran.
Napovéda: Vyvarujte se vét stylu ,nejjednodussi graf je strom*“ nebo ,nejjednodussi strom je
cesta®, toto totiz nikde neni feceno a neni ani jasné, jak by se jednoduchost definovala (napiiklad
indkuci se totiz k cesté nedopracujete, vétsinou se dopracujete k jednovrcholovému grafu).

Napftiklad se da zacit ,vezméme |V| — 1 cest z vrcholu v do ostatnich vrcholi“ a rozmyslet, kolik
rozdilnych hran tam urcité v sjednoceni téchto cest musi byt. Piipadné mtzete tvrdit, ze kazdy
souvisly graf je bud strom nebo strom a néjaké extra hrany, a po odebrani extra hran (po jedné)
se doberu ke stromu, ktery (kazdy) ma |V| — 1 hran.

PRIKLAD TRET] [5B].  Kolik existuje permutaci mnoziny {1,2,...,n}, které jsou zaroveii in-
voluce? Slovem involuce je chapana takova permutace, kterd je sama sobé€ inverzi, ¢ili p o p = id.
Napovéda: V involuci mohou byt cykly délky 1 nebo 2, zbyva napocitat, kolik moznych rozdéleni
na cykly délky 1 nebo 2 je.

PRIKLAD CTVRTY [5B} . Necht n je pfirozené ¢islo, které neni délitelné Zadnou druhou mocninou
prirozeného c¢isla. Urcete maximalni moznou velikost mnoziny délitela ¢isla n, které se navzajem
nedéli.

Cili se ptame na max |M|, kde M = {x : z|n & Yy € M,y # x : =(z|y)}.

Napovéda: Neni usporadani délitelnosti na mnoziné délitelt n hodné podobné usporadani inkluzi?
Jaky je nejvétsi antifetézec tam?

PRIKLAD PATY [5B].  Dokaite nebo vyvratte tvrzeni:
Pokud pro (koneéné nebo nekoneéné) ¢astecné usporadani P plati, ze a(P) je konetné a w(P) je
konec¢né, pak P samotné je také konecné.

Pokud se v tomto pfikladu budete odkazovat na vétu z prednasky nebo knizky, uvedte radéji jeji
plné znéni. Vyvarujete se tak toho, Ze pouzijete vétu jinak, nez jak je ve skutecnosti napsana.
Napovéda: Uloha na tpravu ditkazu z prednasky. Nemtizete pouzit piimo vétu o dlouhém a
sirokém, protoze ta zacina slovy ,,Méjme konecné c¢astecné usporadani P“, a to tady prosté nemate
— to musite odvodit.

Mizete vsak dokazat, ze véta plati pro kazdé usporadani, které ma jak a tak w konecné, a to je
pravda. Nebo se podivate na Hasseho diagram P a usoudite, Ze je konec¢ny.

PRIKLAD SESTY [5B]. Dokazte, ze kdyz pfiddme libovolnou dal$i hranu do stromu 7' (na
alesponi 3 vrcholech), budeme mit v nové vzniklém grafu 7' U {e} pravé jednu kruznici jako
podgraf.

Napovéda: Mezi dvéma vrcholy této hrany je pravé jedna cesta, po pfidani hrany se tedy musi
vytvorit pravé jedna kruznice. Pozor na slovo prdve, nezapomente se o tom zminit, jinak mizete



dokézat existenci alespon jedné kruznice.

PRIKLAD B [IOB]. Spocitejte pocet permutaci s n ¢isly, které maji jednicku i dvojku ve
stejném cyklu.

Napovéda: Pouzijeme indukci nebo argument s ,trikovym® zapisem permutace (viz cvifeni na
permutace).



