9. CVICENI Z DISKRETKY

Aplikace ¢astecnych usporadani

Za 14 dnta bude pisemka.

PRIKLAD PRVNI{. Najdéte posloupnost realnych cisel délky 17, ktera neobsahuje mono-
tonni posloupnost délky 5.

PRIKLAD DRUHY. Dokazte tipravu Erdos-Szekerésova lemmatu:

Kazda posloupnost realnych cisel délky k[ 4+ 1 obsahuje rostouci podposloupnost délky & + 1 nebo
nerostouci podposloupnost délky [ + 1.

Ptipomenu, ze rostouct je takova posloupnost, kterd v kazdém svém kroku ostie vzroste, a neros-
touct je takova posloupnost, kterd v zddném svém kroku nevzroste (ale mtize stat nebo klesat).

PRIKLAD TRETI. Dokazte, ze lepsi zesileni uz nemizeme ziskat, a to konkrétné takto:

Pro kazdé k a [ existuje usporadand mnozina P takova, ze ma kl prvku a plati a(P) = k,w(P) = L.

PRIKLAD CTVRTY. Méjme uspoiadéani 2% pomoci inkluze a v ném fetézec R. Rekneme, Ze
R je symetricky fetézec, pokud mu na doplnéni do maximalniho fetézce chybi stejné prvki odzdola,
jako odshora.
Jinak feceno, existuje k, Ze R obsahuje podmnoziny jen velikosti k, k + 1,k +2...n — k.
Rozhodnéte (dikazem):

e Kolik disjunktnich symetrickych fetézcti se nejvyse vejde do 2%?

e Pokud budu védét, ze umim do 2% vlozit k disjunktnich symetrickych fetézct, mohu

k néjak pouzit na (horni nebo dolni) odhad nejvétsiho antifetézce v 2X?

PRIKLAD PATY. Zdénlivé odjinud. Mé&jme systém vSech moznych (i nespravnych) uza-
vorkovani s n zavorkami. (Asi vite, kolik jich bude.) Za¢néme v kazdém uzavorkovani hledat
spravné castecné uzdvorkovani. To budeme délat tak, ze nejdiiv prohlasime za sparované vSechny
spravné uzavorkované dvojice (), dale uz si jich nev§imame, a pokracujeme induktivné dal.

Timto zptsobem dostaneme néjaké spravné uzavorkované useky a zbytek nesparovanych zavorek.
Reknéme, Ze uzévorkovani a je v relaci s uzavorkovanim b, pokud maji tplné shodné spravné
uzavorkované useky. (To znamena, Ze maji na stejnych pozicich stejné zavorky — alespon co se
spravné uzavorkovanych tsek tyce).
® Dokazte, ze takto zadefinovana relace je ekvivalence.
e Reknéme 7e pro uzévorkovani c je presné z zéavorek je spravné uzévorkovanych.
Miizete potom néco prohlasit o velikosti tfidy ekvilalence, ve které je ¢?

PRIKLAD SESTY. Dokaite, Ze zobrazeni z 2% do U (systému vsech uzavorkovani, viz
vysSe) popsané nize je bijekce:

,pokud ¢ € A, pak na c-té pozici bude zavorka ( a pokud ne, pak tam bude zavorka )*

PRIKLAD SEDMY. Ukazte, ze kazda t¥ida ekvivalence na uzavorkovanich (viz ptiklad paty)
odpovida jednomu symetrickému fetézci (viz ptiklad ¢tvrty).

PRIKLAD OSMY — [3B] . Nakonec dokazte, Ze z pfikladu sedmého mame rozklad 2% na disjunk-
tni symetrické Fetézce (a kazdd mnozina je pokryta néjakym fetézcem) a z toho Ze plyne Spernerova
véta.

T¥i body jsou za cviceni 4 — 8.



