| 3. CVICENI Z DISKRETKY poéty objekti

PRIKLAD PRVNI{. V nasledujicich cvicenich se nam budou hodit i dalsi fady a vzorce. Jeden
z nich jsou asi i ze stfedni skoly zndméa Fibonacciho ¢isla. Ta jsou definovana tieba takto:

Fo=0,F=1,F=F_1+F_».

Jako procviceni téchto ¢isel ukazte platnost tvrzeni, ze mezi kazdymi dvéma mocninami dvojky
(tedy v uzavieném intervalu [2¢, 2°+1]) je alespoii jedno Fibonacciho éislo.

PRIKLAD DRUHY. Druhy typ cisel, ktera si zadefinujeme, nazyvame Stirlingova ¢isla druhého
druhu. Existuji i prvniho druhu, ale ty zde probirat nebudeme, proto jim budeme fikat Stirlingova
cisla.

Ta se definuji tak, ze {Z} znamena pocet zpusobi, jak rozepsat mnozinu {1, 2, ..., n} na disjunktni
sjednoceni k£ neprazdnjych mnozin.

Tedy {‘21} =7, protoze {1,2, 3,4} mizu napsat jako sjednoceni jednoprvkové mnoziny a t¥iprvkové
mnoziny (4 moznosti), nebo jako sjednoceni dvou dvouprvkovych (3 moznosti).

Jako procviceni téchto cisel ovérte, ze plati vzorec podobny kombina¢nim ¢isltim:

n|l [n-—1 Tk n—1
Ef k-1 ko
Napovéda: Dokazte ho nejprve pro n = 0, pak pro k = 0 a n libovolné a nakonec predpokladejte,

Zze n i k jsou vétsi nebo rovné jedné a pak jej dokazte odebranim jednoho elementu a pocitacim
argumentem (jako pro (Z) nebo pro pocty sudych a lichych podmnozin).

PRIKLAD TRETI. Pfipomerite si (nebo znovu odvodte):

¢ Kolik je vsech relaci na n-prvkové mnoziné?
e Kolik je reflexivnich relaci na n?
e Kolik je symetrickych relaci na n?

PRIKLAD CTVRTY. Kolik je viech permutaci na n-prvkové mnoziné?
PRIKLAD PATY. Kolik je vSech bijekci mezi n-prvkovymi mnozinami?

PRIKLAD SESTY. Kolik je vsech prostych funkci z m-prvkové mnoziny do n-prvkové mnozi-
ny? Zkuste to dokazat matematickou indukeci.

PRIKLAD SEDMY. Kolik je vSech surjektivnich funkci z m na n?

Napovéda: Souvisi to s nékterou fadou ¢isel, kterou jsme si definovali dnes nebo minule.

PRIKLAD OSMY [QB]. Abychom spocetli pocet ekvivalenci, musime trochu vice prohlédnout do
toho, jak se ekvivalence vlastné chovaji.

® Nejprve ukazte, ze jsou-li dva prvky x,y v ekvivalenci, tak vSechny prvky v relaci s
x jsou i v relaci s y a naopak. Zaroven s tim ukazte, ze vsechny prvky, které nejsou
v relaci s x, nejsou v relaci s y ani naopak.

® Predchozi tvrzeni nam fika, ze ekvivalence rozdéli prvky na disjunktni skupiny, kde
vSechny prvky uvniti skupiny jsou v relaci a zadné prvky mimo skupinu v relaci
nejsou. Témto skupinam se tikéa tridy ekvivalence.

e Nyni vite, ze ekvivalence je presné urcend svymi tfidami ekvivalence. Vyuzijte toho
a vyjadrete pocet ekvivalenci na n-prvkové mnoziné jako sumu nebo soucin. Miizete
pfitom vyuzit uz zndmgych hodnot (Fibonacciho ¢isel, kombina¢nich ¢isel, Stirlin-
govych ¢isel. . .)



