2. CVICENI Z DISKRETKY

indukce, kombinac¢ni ¢isla

ULOHA PRVNI

Bud X mnozinou, | X| > 1. Dokazte, Ze poc¢et podmnozin liché velikosti X se rovna poc¢tu podm-
nozin sudé velikosti X.

Napovéda: Pocitejte S, pocet podmnozin X sudé velikosti pro |X| = n. Rozdélte sudé mnoziny
na ty, které obsahuji a nebo neobsahuji prvek n, a ukazte, ze S, = S,_1 + L,_1.
ULOHA DRUHA

Dokazte matematickou indukei:

n
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Napovéda: Standardni indukce, prosté se zacne sumou pro n + 1 ¢lent, ten se rozdéli na n plus
prvni ¢len a sumu pro n Clent, za sumu pro n ¢lent se dosadi prava strana pro n ¢lent a vysledek
(pravé strana pro n+1 ¢lent) se dostane tpravou. Nezapomertite na kontrolu pro n = 1 nebo n = 0.

ULOHA TRETI
Dokazte nebo vyvratte:

Méame-li obdélnik a do néj kreslime pfimky (které jdou od kraje ke kraji), pak vysledné oblasti
umime obarvit dvéma barvami tak, aby se kazdé dvé oblasti, které se dotykaji, liSily v barvé.
(Dotykéni se pfes roh nepoc¢itame.)

Napovéda: Jde to, dokdzeme to indukei, vlozime n + 1. pfimku, ta ndm rozdéli obdélnik na dvé
oblasti. Jednu z téch oblasti invertujeme (kazdou ¢ernou plosku predélame na bilou a naopak),
druhou nechame, jak byla. Zargumentujeme, ze vysledek je dobfe obarveny.

ULOHA CTVRTA

Méjme miizku (Sachovnici) o velikosti 2" x 2™. Vasim cilem bude pokryt tuto mfizku policky tvaru
L, tedy ¢tverci 2 x 2, kde jedno policko chybi.

Aby to nebylo tak snadné (nebo tak nemozné), jedno policko na Sachovnici je uz dopfedu vyloup-
nuto. Ukazte, Ze je ji nyni mozné pokryt, nezavisle na tom, které policko je vyloupnuto.

Napovéda: Vsimneme si, ze kdyZ vlozime jedno L na spravnou pozici, tak to rozdélime na ¢tyii
piipady o velikosti 2771 x 271,

ULOHA PATA

Dokazte znamy vzorec:

n\ (n-—1 n n—1
k) \k-1 k)
Napovéda: Pocet k-prvkovych podmnozin mnoziny ¢isel 1 az n rozdélime na dva pripady, kdy n

je v k-prvkové podmnoziné, a na ty, kdy neni.

ULOHA SESTA
Dokazte:



>()=(1)

Napovéda: Indukci, jen je tieba si rozmyslet, jak piesné se odkézat na predchozi piipad.

ULOHA SEDMA — [1B]
Dokazte matematickou indukci, jaky je pocet oblasti, které vymezuje n pfimek v obecné poloze
(Zaddné nejsou rovnobézné a kazdé dvé maji unikatni prisecik).

Nejprve si tipnéte vysledny vzorec¢ek podle malych ptikladt a pak jej dokazte indukei.



3. CVICENI Z DISKRETKY

pocty objektt

PRIKLAD PRVNI. V nasledujicich cvi¢enich se ndam budou hodit i dalsi fady a vzorce.
Jeden z nich jsou asi i ze stfedni skoly znamé Fibonacciho ¢isla. Ta jsou definovana tfeba takto:

Fo=0F1=1F=F_1+ Fo.

Jako procviceni téchto ¢isel ukazte platnost tvrzeni, ze mezi kazdjmi dvéma mocninami dvojky
(tedy v uzavieném intervalu [2¢, 2¢+1]) je alespoii jedno Fibonacciho éislo.

Napovéda: Indukei; vezméte si nejvyssi Fibonacciho ¢islo z intervalu [2771,27] (to, Ze tam bude
aspon jedno, je indukéni predpoklad) a ukazte, ze hned nasledujici Fibonacciho ¢islo padne do
intervalu [27,27+1].

PRIKLAD DRUHY. Druhy typ cisel, ktera si zadefinujeme, nazyvame Stirlingova cisla
druhého druhu. Existuji i prvniho druhu, ale ty zde probirat nebudeme, proto jim budeme fikat
Stirlingova cisla.

Ta se definuji tak, ze {Z} znamena pocet zpusobi, jak rozepsat mnozinu {1, 2, ..., n} na disjunktni
sjednoceni k£ neprazdnych mnozin.

Tedy {;1} =7, protoze {1,2, 3,4} mizu napsat jako sjednoceni jednoprvkové mnoziny a t¥iprvkové
mnoziny (4 moznosti), nebo jako sjednoceni dvou dvouprvkovych (3 moznosti).

Jako procviceni téchto cisel ovérte, ze plati vzorec podobny kombina¢nim ¢isltim:

n| [n-—1 T n—1

kf k-1 EoJ
Napovéda: Pron =0 a k =0 a n libovolné neni co dokazovat, nebot neni co s ¢im seéist. Tedy
predpokladejte, ze n i k jsou vétsi nebo rovné jedné a pak jej dokazte odebranim jednoho elementu
a potitacim argumentem (jako pro () nebo pro poéty sudych a lichych podmnozin).
PRIKLAD TRETI. Pfipomerite si (nebo znovu odvodte):

e Kolik je vsech relaci na n-prvkové mnoziné?
e Kolik je reflexivnich relaci na n?
e Kolik je symetrickych relaci na n?

Napovéda: Nakreslime relaci maticovym zapisem. Méame n? poliek, néktera z nich jsou voln
(na nich méme 2 moznosti) a néktera jsou uréena jinymi.

PRIKLAD CTVRTY. Kolik je vSech permutaci na n-prvkové mnozin€é?
PRIKLAD PATY. Kolik je vSech bijekci mezi n-prvkovymi mnozinami?
PRIKLAD SESTY. Kolik je vSech prostych funkci z m-prvkové mnoziny do n-prvkové

mnoziny? Zkuste to dokazat matematickou indukeci.

Napovéda: je to n™. Prvni prvek ma n moznosti, druhy uZ jen n — 1 moznosti, tfeti uz n — 2
moznosti ...

PRIKLAD SEDMY. Kolik je vSech surjektivnich funkci z m na n?

Napovéda: Je to skoro Stirlingovo ¢islo. Mnozina ¢isel, ktera se zobrazi na hodnotu i, je néjaka
mnozina ¢isel od 1 do m. Vidime, ze kdyz vezmeme tyto mnoziny pro vSechna ¢, tak je to rozklad
{1,2,...,m} na n mnoZin. Jesté ale vezmeme v potaz, ze rozklad na mnoziny nerozliSuje mezi
mnozinou ¢isel, ktera se zobrazi na 1 a tou, kterd se zobrazi na 2, takze budeme Stirlingovo ¢islo
muset prinasobit jesté poctem usporadani n mnozin.



PRIKLAD OSMY [ZB]. Abychom spocetli pocet ekvivalenci, musime trochu vice prohlédnout
do toho, jak se ekvivalence vlastné chovaji.

® Nejprve ukazte, ze jsou-li dva prvky x,y v ekvivalenci, tak vSechny prvky v relaci s
x jsou i v relaci s y a naopak. Zaroven s tim ukazte, ze vsechny prvky, které nejsou
v relaci s x, nejsou v relaci s y ani naopak.

® Predchozi tvrzeni nam fika, ze ekvivalence rozdéli prvky na disjunktni skupiny, kde
vSechny prvky uvniti skupiny jsou v relaci a zadné prvky mimo skupinu v relaci
nejsou. Témto skupinam se tikéa tridy ekvivalence.

® Nyni vite, ze ekvivalence je presné urcend svymi tfidami ekvivalence. Vyuzijte toho
a vyjadrete pocet ekvivalenci na n-prvkové mnoziné jako sumu nebo soucin. Miizete
pfitom vyuzit uz zndmgych hodnot (Fibonacciho ¢isel, kombina¢nich ¢isel, Stirlin-
govych ¢isel. . .)

Népovéda: Bylo za DU; vysledkem je Bellovo &islo, coz je > i, {"}.



4. CVICENI Z DISKRETKY

kombinatorické pocitani, PIE

PRIKLAD PRVNI. Spocitejte pocet prirozenych ¢isel n < 1000, ktera nejsou délitelna ¢isly
2,35aT.

Napovéda: PIE, pocitam ta, ktera jsou délitelna, a ode¢tu od 1000. A; bude tedy mnozina ¢isel
od 1 do 1000 délitelna cislem <.

PRIKLAD DRUHY. Spocitejte pocet usporadanych dvojic (A, B), kde

ACBC{1,2,3,...,n}.

Napovéda: Pocet vSech podmnozin mnoziny X velikosti n muzu spocitat tak, ze kazdé podm-
noziné pritadim jednu posloupnost n jednicek a nul tak, ze 0 je tam, kde prvek v podmnoziné neni,
a 1 tam, kde je. Pocet posloupnosti nul a jednicek je 2", a tedy i podmnozin.

Stejny argument pouziju tady, jen s budu mit fetizek s ¢isly 0,1, 2.

PRIKLAD TRETI. Spocitejte pocet rozestaveni 5 vodnik a 7 ¢arodéjnic, ve kterych plati,
ze zadni dva vodnici nestoji vedle sebe. (Dva vodnici nebo dvé ¢arodéjnice nejsou rozeznatelni.)
Napovéda: Nejdiiv rozestavim 7 ¢arodéjnic, to mi da 8 mezer, a do jedné mezery smim polozit
jen jednoho vodnika.

PRIKLAD CTVRTY. Rozdéluji k rtaznobarevnych bonbonii n détem. Kolika zptisoby je
mohu rozdat, pokud:

® kazdému musim dat alespon jeden,

® kazdému musim dat nejvyse jeden,

® kazdému muzu dat libovolné.

Spocitejte také vsechny varianty, pokud bonbony jsou vsechny stejné barvy.

Napovéda: Bylo za tkol, nékteré vysledky jsou z poctu funkei, na jiné (nerozlisitelné bonbony)
je tieba pouzit ,krabickovy princip“.

PRIKLAD PATY. Kolik existuje poradi pismen A-P, z nichz vypusténim nékterych pismen
nelze dostat ani jedno ze slov poNk, D0BA, coP? Co kdyz zakdzeme jesSté OPICE?

Napovéda: Pocitam pomoci PIE, budu opét pocitat opacnou situaci, ¢ili pomoci PIE pocitam,
kolik je permutaci A-P, kterda obsahuji poNK atd. Nakonec to odectu od poctu vSech permutaci a
dostanu vysledek.

Co se tyce pocitani jednotlivych situaci, je tieba vymyslet, jak je napocitat — jeden zptsob je
naptiklad rozhéazet pismena A-p bez pismen PONK, coz je 12!, a pak spocitat vSechny moznosti, jak
rozesadit pismenka PONK, aby byly za sebou.

PRIKLAD SESTY [QB} Spocitejte pocet surjektivnich zobrazeni (zobrazeni na) z m prvkové
do n prvkové posloupnosti pomoci principu inkluze a exkluze. Z tohoto vzorce pak znovu-odvodte
vzorec (sumu) pro Stirlingova ¢isla.

Napovéda: Pouziji PIE a opét mam zadani ve formé ,a zaroven“, ¢ili po¢itam sjednoceni dopliiki.
A;, pres které pocitam, bude ,mnozina funkci, které se nezobrazi na hodnotu 7.



5. CVICENI Z DISKRETKY

PIE a satnarka

Za 14 dni pisemka. (Indukce, konecné relace, kombina¢ni ¢isla, kombinatorické pocitani, PIE).

PRIKLAD MINUS PRVNI. Na tabuli: Mame 5 vodnikt a 7 ¢arodé&jnic. Kolika zptisoby mohu
postavit vodniky a c¢arodéjnice do fady tak, aby dva vodnici nestali nikdy vedle sebe?

PRIKLAD NULTY. Na tabuli: Dokazte, Ze pro $(n) (pocet zpusobi vyfeSeni Satnaiky)
plati rekurence §(n) = (n — 1)(8(n — 1) +8(n — 2)).

Napovéda: Jednicka ma n — 1 moznosti, kam se zobrazi. KdyZ vyberu zobrazeni jednicky (tfeba
na i), ptipady pak rozdélim na dvé situace: jestli se i zobrazi zpét na jednicku — §(n — 2) — nebo se
i zobrazi na jiné ¢islo a jednicku ma vlastné ,zakazanou“ — §(n — 1).

PRIKLAD PRVNI. Kolika zptsoby lze umistit 8 kament na Sachovnici 4 x 4 tak, aby se
na Sachovnici vyskytovaly 4 kameny ve stejném radku nebo sloupci?

Napovéda: PIE, vSimam si, Ze se mi muze stat, Zze 4 kameny jsou ve dvou fadcich nebo dvou
sloupcich, nebo v jednom fadku a sloupci najednou.

PRIKLAD DRUHY. Mohu pomoci inkluze a exkluze spocitat velikost priniku (), A;?

Napovéda: Ano, jako |, Ai| = s — PIE(/4;), kde s je pocet vSech situaci. Takto pocitdme
principem inkluze a exkluze casto; pokud se nas tuloha pta na ,pocet situaci, kde to a toto a ono
plati zaroven“, tak pocitame opacné ptipady, tedy ,pocet situaci, kde neplati to nebo neplati toto
nebo neplati ono®.

Nezapomeneme odecist od poc¢tu vsech situaci.

PRIKLAD TRETI. Kolika zpiisoby lze sefadit do fronty 5 Cechil, 4 Madary a 3 Rusy tak,
aby vsichni prislusnici zddného naroda netvorili souvisly blok?

Napovéda: Jak nam predchozi ptipad radi, méame problém popsan pomoci ,a zaroven“, ¢ili A;
bude situace takova, ze Cesi stoji za sebou, Ay Rusové atd. ProtoZe jednotlivi lidé z jednoho naroda
nejsou rozlisitelni, nesmime to pfi pocitani zanedbat.

PRIKLAD CTVRTY. Urcete pocet permutaci s:

® pravé jednim pevnym bodem
® praveé k pevnymi body.
Napovéda: Ma-li pravé jeden pevny bod, tak zbytek je vlastné permutace bez pevného bodu,

kterou muzeme vyjadiit pomoci funkce $(z). Tu neni t¥eba pii kazdém pouziti rozepisovat. Podobné
i druhy podbod, jen vybereme c¢isla, ktera pevny bod mit budou.

PRIKLAD PATY. Kolik existuje permutaci cisel 1,2, ...,10, kde se zadné sudé cislo ne-
zobrazi na sebe?

Napovéda: Muzeme spocitat jako sumu naptiklad pomoci PIE nebo pomoci pfedchoziho piipadu,
¢ili vybrat ¢isla, co se mohou zobrazit, a zbytek vyjadfit pomoci §(x).

Nésledujici ptiklady pocitaji s Eulerovou funkei — to je funkce p(n), kterd pro n spocita pocet vsech
¢isel @ od 1 do n, ktera jsou nesoudélna s ¢islem n. Tzn. NSD(a,n) = 1.

PRIKLAD SESTY. Kolik vyjde ¢(n), pokud n je prvocislo? A kolik, je-li to mocnina
prvocisla?
PRIKLAD SEDMY. Méjme pq, po prvocisla. Kolik je ¢isel od 1 do n, ktera déli jak prvocislo

p1, tak po? A da se tento pocet vyjadrit pro m ruznych prvocisel?



PRIKLAD OSMY. Necht n je ¢islo ve tvaru py -ps - - - p,. Navrhnéte vypocet ¢(n) pomoci
principu inkluze a exkluze. (Je tedy tfeba nastavit mnoziny A;. Pfedchozi cvi¢eni napovida, co by
mohly byt priniky.)

PRIKLAD DEVATY. [QB} Dopocitejte piresny vzorec pro Eulerovu funkci. Pouzijte prvociselny
rozklad cisla n.

Napovéda: Tyto priklady se zase pocitaji pomoci PIE. Pocitame opak, ¢ili pocet ¢isel od 1 do n,
ktera deli prvocislo p;. Vysledek mi stacil jako PIE suma se spravnymi hodnotami pro priniky na
pravé strané PIE.



