11. CVICENI Z DISKRETKY

Kostry, pfiprava na zkousku

Kostry:

PRIKLAD PRVNI{. Zadefinujme si G : e, takzvané kontrahovdni hrany e = {u,v}, jako
operaci, kterd z grafu G vytvori graf G', ve kterém se vrcholy u a v spoji dohromady, jako by to
byl jediny vrchol, a odstrani se smycky, nicméné paralelni hrany se nechavaji.

Dokazte, ze pro pocet koster K (G) plati vzorecek K(G) = K(G/e) + K(G : e).
PRIKLAD DRUHY. Spocitejte pocet koster dvou grafi na tabuli.

PRIKLAD TRETI. Spocitejte pocet koster tplného grafu K,,, které vSechny pouzivaji
jednou zadanou hranou. Jakmile to dopocitate, odvodte, kolik existuje koster tplného grafu K,
bez jedné hrany.

Napovéda: Na prvni ¢ast pouzijte pocitani dvéma zptisoby na dvojice (T e), kde T je kostrou
uplného grafu a e je néktera z hran v T

Grafy:

PRIKLAD CTVRTY. Jsou v8echny (n — 1)-reguldrni (maji vSechny stupné pfesné n — 1)
grafy na n vrcholech isomorfni? A co vSechny (n — 2)-regularni grafy na n vrcholech? Dokazte
nebo vyvratte pro oboje.

PRIKLAD PATY. Kolik nejvyse hran mtize obsahovat graf s n vrcholy a & komponentami?
(Takové grafy jsou rizné, ptame se na pocet hran toho nejvétsiho z nich.)

PRIKLAD SESTY. Dokazte, ze kazdy konecny graf G najdeme jako indukovany podgraf
v nekoneéném grafu (N, F), kde hrana mezi ¢isly = a y vede pravé tehdy, kdyz NSD(z,y) > 1.

Usporadani:

PRIKLAD SEDMY. Pro graf G = (V, E) definujme usporadéni C' tak, Ze nosnd mnozina
jsou hrany F a plati eC'f, pokud e = f nebo e lezi na stejné kruznici jako f.

Dokazte, ze je toto usporadani ekvivalenci a zkuste popsat jeho tiidy ekvivalence.

PRIKLAD OSMY. Necht G je orientovany graf. Zadefinujme relaci R na jeho vrcholech

tak, ze xRy, pokud z x do y vede orientovana cesta. Dokazte, ze R je reflexivni a tranzitivni, a
dokazte také, ze RN R~ je ekvivalence. Co jsou tiidy této ekvivalence?

PRIKLAD DEVATY. Vezméme graf G. Uvazujme relaci ,byti podgrafem® na mnoziné vsech
jeho podgrafti. Tedy G1RGs, pokud je GGy podgrafem (Go. Dokazte, ze jde o usporadani, a zkuste
spocitat minimalni prvky, maximéalni prvky a délku nejdelsiho fetézce.



Kombinatorické pocitani:
PRIKLAD DESATY. Spocitejte pocet rtiznych grafti na n vrcholech bez izolovanych vrcholi.

PRIKLAD JEDENACTY. Mg&jme tabulku n x n a poéitejme pocet cest takovych, zadinaji v
polic¢ku (1,1), konéi v (n,n), chodi pouze doprava a nahoru a nikdy nepfekro¢i diagonélu, tj. nikdy
nepiejdou z policka (k, k) nahoru.

Aniz byste védéli, kolik téchto cest je, dokazte, Ze jich je stejné jako pocet korektnich uzavorkovani
2n zavorek.

PRIKLAD DVANACTY. Spoditejte rozdéleni 10 identickych kulidek do 3 (rozlisitelnych) prihra-
dek tak, ze prvni krabicka nesmi dostat vice jak 5 kuli¢ek, druha ne vice jak 4 kulicky a tfeti ne
vice nez 3 kulicky.

PRIKLAD TRINACTY — [2B].

Méjme opét n part, ted je ale chceme rozesadit ke kruhovému stolu s 2n ocislovanymi zidlemi, aby
zadny pan nesedél vedle své manzelky. Kolik na to mame moznosti?

Napovéda: Reste pomoci PIE. A; bud mnozina rozsazeni, kdy i-ty par sedi vedle sebe.



