10. CVICENI Z DISKRETKY

Grafy, konecné

Za 7 dnti bude pisemka.

Definice: Graf je stromem, pokud je souvisly (z kazdého vrcholu se da dostat do vSech ostatnich)
a neobsahuje kruznici.

PRIKLAD PRVNI{. Co muizeme Fici o stupnich:
® prazdného grafu,
® Gplného grafu,
® kruznice,
¢ Gplného bipartitniho grafu?

PRIKLAD DRUHY Existuje graf s nasledujicimi stupni? Pokud ano, nakreslete ho, pokud
ne, zduvodnéte.
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222447

©1.1,3,227
PRIKLAD TRETI. Méjme v grafu most. To je hrana takova, ze graf se po odebrani této

hrany stane nesouvislym. (Tedy pfedtim souvisly byl.) Co miZete Fici o sudosti/lichosti stupiiti na
jedné strané nebo na druhé strané? Maji spolu néjaky vztah?

PRIKLAD CTVRTY. MutZe kruZnice obsahovat most? A miZe strom obsahovat most?
Pokud ano, kolik nejméné? A kolik nejvyse?

PRIKLAD PATY. Kolik existuje vrcholt stupné jedna, tzv. listl, ve stromu?

e Nejprve dokazte, ze pro kazdy strom (na aspori dvou vrcholech) je alesponi jeden list.
e Pak dokazte, ze pro kazdy strom velikosti aspon dva existuji alespon dva listy.
e Nakonec ukazte, ze kazdy strom obsahuje A listli, kde A je jeho nejvyssi stuperi.

Mize vam pomoci ,indukce podle poctu vrcholi“: Vezmete strom na n + 1 vrcholech, odeberete
néjaky vhodné zvoleny vrchol, tim se strom rozpadne na jeden nebo vic dalsich stromi (na kolik se
jich rozpadne, muzete ovlivnit tim, ktery vrchol smazete), na zbytek aplikujete indukei, pak vrchol
vratite a ivahou potvrdite, ze hypotéza plati i pro ptivodni strom.

PRIKLAD SESTY. Dokazte, ze graf je stromem, praveé kdyz z kazdého vrcholu do kazdého
vrcholu existuje pravé jedna cesta.

Napovéda: Dokazte obé implikace ekvivalence s definici stromu vyse.

PRIKLAD SEDMY [2B]. Reknéme, Ze mnozina vrcholéi V je nezdvisld mnoZina, pokud mezi
zadnymi dvéma vrcholy z V' nevedou hrany. Je to podobné antifetézctim v usporadanich. Podobné
jako v uspotadanich se velikost nejvétsi nezavislé mnoziny v daném grafu G znaci a(G).
e Najdéte dolni odhad na velikost «(7") pro kazdy strom 7" s n vrcholy
e Najdéte dolni odhad na velikost a( B) pro kazdy bipartitni graf B s partitami velikosti
ny a ne.

Dolni odhad se ukazuje tak, ze najdete v kazdém zadaném grafu nezavislou mnozinu aspon néjaké
velikosti.

Miize mit néktery strom n. bipartitni graf nezavislou mnozinu velikosti n nebo n — 17



