0. PISEMKA Z KOMBINATORIKY A GRAFU

feSeni

ULOHA NULTA — [5B]
Spocitejte pocet pokryti dominovymi kostkami 2 x 1 Sachovnice tvaru T — ta vypada tak, Ze na
Ctverec 2 X 2 jsou nalepeny tii paze délky £ x 2.

Reseni: Pocet pokryti sachovnice 2 x k je Fj,. Do &tverce 2 x 2 uprostied bud zasahuje pokryti
vertikalniho sloupce, nebo ne. Pokud do néj nezasahuje, tak staci pocitat ForioF). Pokud do néj
zasahuje (protina hranici mezi ¢tvercem a pazi), tak uz je jednoznacné vydlazdény ¢tverec 2 x 2 a
zaroven je jednoznacné urcena jedna radka této paze. Zbytek mizeme vydlazdit libovolné. Tedy v
této varianté mame Fj_1FjF) moznosti. Celkovy pocet pokryti je pak soucet téchto dvou cisel.

ULOHA PRVNT — [5B]

Naleznéte co nejmensi ¢islo k£ takové, ze vSechny rovinné grafy bez trojihelniku jsou k-degenerované.
Napovéda: Pro takové grafy plati nerovnost |E| < 2|V| — 4.

Reseni: Zde to jde snadno tpravami nerovnice:

Bl <2|V]—-4
> deg(v) —4|V| < -8
> (deg(v) —4) < 8.

Soucet c¢isel na levé strané musi byt zaporny, a tedy néktery prvek sumy musi byt zaporny, ale to
znamena, ze existuje stuper, ktery je mensi nez 4. ProtoZe pro rovinné grafy (bez trojtihelniku)
obecné plati, Ze po odtrhnuti vrcholu je graf opét rovinny (bez trojuhelniku), mame, Ze rovinné
grafy bez trojihelniku jsou 3-degenerované.

Co se tyce dolniho odhadu, tak staci uvazit miizku vrcholi 3 x 3, kde spravné ,kvadrangulujeme®
vnéjsi sténu. Vrchol stupné 2 tam potom viibec neméame.

ULOHA DRUHA — [5B]

Naleznéte koeficient 2°° v souctu (1 +z + 2% + 23 + 2% +...)3.

ReSeni: Standardni postup. Vytvoiujici funkce pro tuto fadu je 1/(1 — 2)3, coz si mfiZeme
piedstavit jako konvoluci fady 1/(1 — )% a 1/(1 — ), a v tahdku snadno nalezneme, Ze prvni fada
odpovida ¢islim 1,2,3,4... a drubha 1,1,1,1.... Konvoluce tedy bude sc¢itat prvnich £ prirozenych
¢isel, coz dava k(k + 1)/2. Koeficient pro 0 je tedy 50 * 51/2.

ULoHA TRETI — [5B]

Kolik riznych presmycek (permutaci) lze vytvorit ze znaku {A, B,C, D, E, ..., P}, aby zadna neob-
sahovala ani jedno z podslov PONK, BOD, DOBA, PIC, COP?

Poznamka: Ve vysledku neni tieba rozepisovat vyrazy jako k!. Sumy a rekurence by se vSak
vyskytovat nemély.

Reseni: Budeme séitat pomoci principu inkluze a exkluze.
ULOHA CTVRTA — [5B]

Naleznéte vzorec pro n-ty ¢len rekurence:

gn = 3gn-1+ (—1)""1, g0 =1



ReSeni: Nejprve je tieba si v§imnout, e ¢len (—1)9"-1 je zde trochu pro ,zmateni nepfitele”, a
Ize jej snadno zjednodusit: pokud g, je liché, tak g, bude sudé a naopak, bude se to tedy stiidat
jako (—1)" (Ze to nebude —1""! uvidime z nultého prvku).

Zapiseme si tedy vytvorujici funkei, dosadime vytvorujici funkei pro (—1)™:

G(z) =32G(z) +1/(1 + )

Pfendsobime celou rovnici (1 + ), rozlozime na parcidlni zlomky a vypocitdme vzorec pro n-ty
¢len. (Brzy se tu objevi pfesny vysledek.)

ULOHA PATA — [5B]

Vyfteste sumu pron >m >0
= /m n
> (e)/(6)
k=0

Reseni: Muzeme si hrat s kombinac¢nimi ¢isly, nebo pouzit ,hrubou silu“ a rozepsat si to na
faktoridly. Mame:

S IO — () Y B = (il fl) S (= K) - (= k1) (m— K 1) = (mdfl) T (n — k)

Tato suma uz je skoro sumou » 2=, kterou jsme Fesili v DU. Jen upravime sumaci misto od k =0
do n z n —m do n. Po dosazeni a upraveni dostavame vysledek

n+1
n+1—m

ULOHA BONUSOVA — [15B]

V diskrétni integraci miizeme pouzit analog derivovani per partes, jen s malym rozdilem. V neur-
¢itém tvaru piseme, jsou-li f, g funkce na prirozenych cislech:

> fA(g)=fg—> E(g9)A

E(g) je operator posunu, ktery z funkce g vyrobi funkci o jedno = vyssi: E(g(z)) = g(z+1). Vzorec
plati prirozené i pro urcité sumy.

Vyteste sumu ZZ;& k Hj, naptiklad pomoci této metody.

Napovéda: Jak se fes integral [z Inz dx?

Reseni: Pouzijeme lautr stejny postup, jako na tento integral. PouZijeme per partes, volime
f(k) = Hy, a Ag(k) = k, mame g(k) = k2/2 a Af(k) = 1/k(k + 1). Zbytek jsou jen tpravy, kde je

tfeba si dat trochu pozor na Eg.



