3. DU Z KG1

Vytvorujici funkce

Nejprve si ukazme jeden (skoro) piiklad z cviceni cely vyfesen poradné. (V zadani z cviceni mi
vypadlo jedno znaménko plus.) Re$me tedy rekurenci

90 =091 =1,9n = gn-1 +2gp—2 + (=1)".
Nulty krok: pfepiseme do jedné rovnice. Tedy:
In = Gn-1+ 292+ (=1)"+[n=1].

(Pozor, ¢len (—1)™ mél smysl i v krajnich pfipadech [n = 0] a [n = 1], kdybychom to napsali jako
..+ (=1)" 4+ [n = 0] + [n = 1], dostali bychom Spatny vysledek pro g;.)

Prvni krok: vezméme si ) g,2" a zapiSme ji rekurentné pomoci pravidla vyse:

G(z) = Zgna:" = Zgn_lsc” + 2 Zgn_gx” + Z(—l)"m” + Z[n =1Jz" =
= 2G(x) + 22°G(z) +1/(1 + 2) + =.
Vsimnéme si, Ze jsme vyuzili faktu, ze vytvorujici funkei pro (1,—1,1, —1...) uz znéme, a ze soucet
vytvorujicich funkei je vytvorujici funkce souctu.

Druhy krok: musime ziskat vytvotujici funkci pro celé G(x). To je jen elementarni poc¢itani, nakonec
dostaneme:

24r+1

G@) = aara— 2

Nakonec tfeti krok, vycist vzorec pro n-ty ¢len. Pracujeme s racionalni funkci, budou se nam tedy
hodit parcialni zlomky, kde plati, ze existuji tii ¢isla a, b, ¢ tak, ze:

2 +z+1 1 1 1
Arori—2n =) T T g

).

Vynésobenim celé rovnice jmenovatelem na levé strané ziskdme tfi rovnice o tfech neznadmych
(nezndmé jsou a, b, ¢ a rovnice odpovidaji jednotlivim koeficienttim v polynomu, tedy 22, x a 20).
Nalezeni koeficientil je pak uz jen linearni algebra.

Jakmile mame koeficienty, mizeme (diky pravidlu souctu vytvotujicich funkei) napodéitat i presny

vzorec pro n-ty ¢len. Vzorec pro tieti ¢len je n(—1)", protoZe se jedna o soucin dvou generujicich
funkei 1/1 4 z, ktery se podle pravidla o soucinu chové jako konvoluce

-1--1+1-14-1--1....

Celkem tedy:
gn = a2" +b(—=1)" + en(—1)".

Poznamka: ReSeni linearnich rovnic neuvadim pouze pro stru¢nost. V pisemce bude potieba vse
vyresit i s koeficienty.

PRIKLAD NULTY — [4B]

Vyfieste obé rekurence zminéné v nultém piikladu: pocet koster véjite (graf na n vrcholech, ktery
obsahuje cestu délky n—2 a vrchol, ktery je spojen s kazdym vrcholem této cesty) a pocet spravnych
uzéavorkovani pro n oteviracich zavorek (posloupnosti 2n zavorek tak, Ze vSechny zavorky jsou
korektné sparovany).



PRIKLAD PRVNI — [3B]
Rozlozte nésledujici zlomky na parcialni tvar:
or — 3
22 —5x+6
6z
22+ 2x — 3
20+ 5
3 —1

PRIKLAD DRUHY — [2B]

Reste rekurenci a,4o = \/GnGnr1 S poCateénimi podminkami ag = 2, a; = 8. Urdete limitu a,, pro
n v nekonecnu.

PRIKLAD TRETI — [3B]

Bankovni lupi¢ vyzaduje od pokladni 50000K¢ v tisicovkach a dvoutisickovkach. Vyzaduje taky

pocet zptisobii, jak to jde vyplatit. Pomozte pokladni zabavit lupice, nez prijede zasahova jednotka,
tim, Ze tento pocet zpiisobli odvodite.



