Diskrétka/Kombagra 1
Zakladni pojmy

Faktoridl: n'!=n-(n—1)---1.
Padajict faktorial: nk=n. (n—1)--(n—k+1).
k] = {1,2,...,k}, ale také [n = 1] = 1, pokud n = 1, a 0 jinak.

Kombinacni éislo:
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Postup reseni sumac¢niho prikladu

Moznosti, co lze udélat:

® Zkusit malé pripady, uhodnout vysledek, dokazat indukci.

e Rozlozit sumu rtiznymi zpusoby (a la Zk/2k),
® Vyuzit aritmetiku sum, vymeénit sumace.

® Pouzit binomickou vétu.

e Kdyz nic, tak aspon vymyslet néjaké odhady.

® Bude: najit linearni rekurenci.

® Pouzit vytvorujici funkce.

® Pouzit diskrétni integraci.
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Teorie graft

G = (V, E) graf. Hrany (a,b) — orientovany graf. Multihrany
{a,b},{a,b} a smycky {a,a} se obvykle neuvazuji. Znaceni:
n = |G| = |V| pocet vrcholi, m = ||G|| = |E| pocet hran.

Uplng graf Kn = (n], ([g])). Je-li orientovany, ¥ik4 se mu
turnaj (mezi 2 vrcholy turnaje je jen jedna or. hrana).

Bipartitni graf ma dvé skupiny vrcholu, hrany jdou jen mezi
skupinami. Uplng bipartitni Km,n ma max. pocet hran pro
dané m,n.

Kruznice Cp, méa vrcholy zapojene do fetézu. Cesta Pp je
kruznice bez hrany.

G je souwisly, pokud se z kazdého vrcholu dostanu po hranach
do kazdého jiného. Zobecnéné: Graf je (vrholové n. hranové)
(k + 1)-souvisly, pokud po odebrani k (hran n. vrchol) je
graf stale souvisly. Hrana n. vrchol je kritickd, pokud jejich
odebrani snizi k-souvislost. 1-kriticka hrana je most, 1-kriticky
vrchol artikulace.

Graf T' je strom, pokud je souvisly a bez kruznice. Graf je les,
pokud je disj. sjednoceni stromu. Kazdy strom je les, pro les
plati ||T|| = |T'| — ¢, kde ¢ je po¢et komponent.

Podgraf G' je né&jakd podmnozina vrcholti grafu G a néjaka
podmnozina téchto vybranych vrchola. Podgraf je indukovany,
pokud vybereme viechny hrany, které maji oba konce v G’ a
jsou hranami G.

Klika je podgraf, ktery je také K, pro né&jaké i. Nezdvisld
mnozina je mnozina vrcholl, kde zadné dva spolu nesousedi.
Kostra je nejvétsi podgraf co do poétu vrcholi, ktery je zaroven
stromem. Velikost nejvétsi kliky se znaci k(G), velikost nejvetsi
nez. mnoziny a(G).

Barevnost grafu

(Korektni) obarvent grafu je pfirazeni ¢ : V — [k], tZ sousedni
vrcholy maji razné barvy. Barevnost G je nejmensi k, tak ze
existuje obarveni. Casto se v bézné feci vynechava pozadavek
na minimalitu: fikdme, Ze graf je 4-barevny, i kdyby mohl byt
i ménébarevny. Barevnost se zna¢i x(G).



Dualita a nakresleni

Graf G je rovinnyg, pokud lze nakreslit do roviny, aby se hrany
nektizily. Obecnéji, graf mé nakresleni na plose rodu o, pokud
Ize na ni nakreslit, aby se hrany nekrizily. Rovina ma rod 0,
torus 1, Kleinova lahev 2. Jakmile mame nakresleni, mame
také stény — souvislé komponenty plochy po odebrani G. Pocet
stén zapisujeme |F|.

Plati Eulerova formule = |G| —||G||+|F| = 2—20. Z ni pro nas
dutlezité vysledky pro rovinné grafy: ||G|| < 3|G| — 6, pokud
v ném neni trojahelnik, tak ||G|| < 2|G| — 4.

Doplnék grafu G je graf GC7 kde hrany se stanou nehranami
a naopak. Line graph graf G je graf L(G), jehoz vrcholy jsou
hrany puvodniho grafu a dvé hrany spolu sousedi v line grafu,
pokud tyto hrany v G maji spolecny koncovy vrchol. Barevnost
line grafu se oznacuje jako hranovd barevnost.

Dudl G grafu G nakresleného na néjakou plochu vytvoiime tak,
ze do kazdé stény umistime vrchol a dva vrcholy propojime
hranou, pokud v puvodnim grafu tyto stény mély spole¢nou
hranu.

Stupent v v G je pocet hran, které navazuji na vrchol v. Min-
imdlni stupen §(Q@), respektive mazimadlni stuperi A(G) jsou
definovany pfirozené. Prumérny stuperi d(G) = ||G||/|G|.
Graf je d-degenerovany, pokud ma vrchol stupné nejvyse d a po
odtrhnuti tohoto vrcholu je vysledny graf opét d-degenerovany.
Kazdy graf je A-degenerovany.

Diskrétni integrace

Misto derivace bereme diferenci, jeji ekvivalent v konecném
sveété:

A(f(@)) = f(z +1) = f(2)-

Potom plati, ze pokud chceme vyfesit sumu Z?:a g(7), pak
musime ,diskrétné integrovat® — najit funkci, jejiz diference
spliiuje A(f(z)) = g(x). Pak vzorec pro sumu je f(b+1)— f(a),
podobné, jako je to v redlném integralnim poctu.

Také vime, ze diference 2™ se chova osklivé, ale funkce £ ma
diferenci podobnou, jako derivace x":

A(z) = na"=L,

Z tohoto faktu pak
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Princip inkluze a exkluze

Velikost sjednoceni mizeme pocitat pomoci postupného prici-
téni a odéitani vétsich a vétsich prinikt (jejichz velikosti budou
mensi). Zapsano matematicky:

Jan=> 7 >0 1Al

3>0 Ie (1]11)

Vytvorujici funkce

® Najit rekurentni zapis problému, idedlné pomoci 1 rovnice.

e Pouzit rekurentni vzorec pro zapis G(z) a najit vytvorujici
funkci ke G(z).

® Rozlozit vytvorujici funkci, napfiklad pomoci parcidlnich
zlomk.

® 7 rozlozeného tvaru uz vycist vzorec pro n-ty clen.

Operace s vytvorujicimi funkcemi:

D g+ fa)a" = G) + cF ()

Z gn_iz" = ' G(z)
3" gnyin” = (G@)/a) + 912 +gi_aai 2 4+ goa®
Zgicnmn = G(cx)
> it = Gla®)
Z ngn_1z" = G’ (z)
Zgn+1/(n+1)m” = /G(:L‘)da:.

> O gitn-i)e" = F(z) - G(z)
n =0

Znamé vytvorujici funkce

1/(1—z)=(1,1,1,1,...)
1/(14z) = (1,—-1,1,-1,...)
1/(1 —z)% = (1,2,3,4,5,...)

1/(1—2?) = (1,0,1,0,...)
1/(1 — kz) = (1, k, k2, k3,..)

(14 )/(1 —=z)% =(1,4,9,16,25,...)

a+ak = ("), (%),

0 1
=2t = (), (")

In1/(1—=)=(1,1/2,1/3,...)
In(14z) = (0,1,-1/2,1/3,-1/4,...)

e® = (1,1,1/2,1/6,1/24,...,1/k!,...)

Verze 0.02, chyby zaruceny.



