
8. CVIČENÍ Z ADS2
Komparátory a hradla

Př́ıklad prvńı Pojd’me si hrát s paritou! PARITY je booleovská funkce na n proměnných,
která poč́ıtá paritu (sudost počtu) jedniček na vstupu.

1. Ukažte triviálńı booleovskou hradlovou śıt’, která spoč́ıta PARITY v hloubce O(log n) a s O(n)
hradly.

2. Dokažte, že PARITY nelze spoč́ıtat jen pomoćı hradel typu AND.
3. Pod́ıvejme se ted’ na formule, a to konkrétně formule v DNF tvaru. (Ty odpov́ıdaj́ı speciálńım

”
tř́ıvrstvým“ hradlovým śıt́ım, kde výstupńı stupeň je vždy jedna, v prvńı vrstvě jsou jen hradla
NOT, v druhé AND a nakonec OR). Ukažte, že DNF formule potřebuj́ı velikost Ω(2n) na spoč́ıtáńı
PARITY.
Jak na to? Funkce PARITY je vysoce symetrická; ukažte ted nejprve, že každá klauzule v DNF
zápisu vypadá skoro stejně, a pak spoč́ıtejte, kolik jich muśı být, aby klauzule popsaly všechny
možné vstupy.

Poznámka: Plat́ı i věta: booleovské hradlové śıtě konstantńı hloubky nemohou poč́ıtat PARITY. To si
ale necháme na jiný předmět . . .

Zbytek cvičeńı budeme pracovat s komparátorovými śıtěmi – speciálńımi hradlovými śıtěmi, kde je
jediné hradlo komparátor, což je dvouvstupńı a dvouvýstupńı hradlo, které přijme dvě č́ısla (ne nutně
binárńı) a na jednom výstupu vyṕı̌se minimum a na druhém maximum.

Př́ıklad druhý Navrhněte komparátorovou śıt’ pro zatř́ıděńı prvku do setř́ıděné posloup-
nosti: dostane (n − 1)-prvkovou setř́ıděnou posloupnost a jeden prvek nav́ıc, vydá setř́ıděnou per-
mutaci.

Př́ıklad třet́ı Dokažte nula-jedničkový princip: pro ověřeńı, že komparátorová śıt’ tř́ıd́ı
všechny vstupy, ji postač́ı otestovat na všech posloupnostech nul a jedniček.

Př́ıklad čtvrtý Zopakujme z přednášky bitonické tř́ıděńı, které zvládne setř́ıdit vstup po-
moćı komparátorové śıtě hloubky O(log n) složené z O(n log n) komparátor̊u.

D(Bitonická posloupnost): Posloupnost x0, . . . , xn−1 je čistě bitonická, pokud ji můžeme rozdělit na
nějaké pozici k na neklesaj́ıćı posloupnost x0 ≤ x1 · · · ≤ xk a nerostoućı posloupnost xk ≥ xk−1 ≥
· · ·xn. Jak nerostoućı, tak neklesaj́ıćı část mohou být prázdné či jednoprvkové.

Posloupnost je bitonická, pokud je rotaćı čistě bitonické posloupnosti.

D(Bitonická tř́ıdička): Bitonická tř́ıdička řádu n je komparátorová śıt’ Bn s n vstupy a n výstupy.
Dostane-li na vstupu bitonickou posloupnost, vydá ji setř́ıděnou.

D(Separátor): Separátor řádu n je komparátorová śıt’ Sn se vstupy x0, . . . , xn−1 a výstupy y0, ..., yn−1.

Dostane-li na vstupu bitonickou posloupnost, vydá na výstup jej́ı permutaci s následuj́ıćımi vlast-
nostmi:

• y0, . . . , yn/2−1 a yn/2, . . . , yn−1 jsou bitonické posloupnosti;
• yi ≤ yj , kdykoliv 0 ≤ i < n/2 ≤ j < n.

Použijme naše nové 0 − 1 lemma na dokázáńı funkce bitonického tř́ıděńı:

1. Nejprve ukažte, že pro každé sudé n existuje separátor Sn konstantńı hloubky s O(n) separátory,
který korektně separuje nula-jedničkové bitonické vstupy.

2. Potom ukažte, že pro libovolné 2k existuje třidička Bn hloubky O(log n) s O(n log n) kom-
parátory, která použ́ıvá separátory a korektně tř́ıd́ı 0 − 1 posloupnosti.



3. Nakonec popǐste, jak udělat z bitonické tř́ıdičky tř́ıdičku pro obecné 0 − 1 posloupnosti.


