8. CVICENI Z ADS2

Komparatory a hradla

PRIKLAD PRVN{ Pojd'me si hrat s paritou! PARITY je booleovskd funkce na n proménnych,
kterd poc¢ita paritu (sudost poc¢tu) jednicek na vstupu.

1. Ukazte trividlni booleovskou hradlovou sit, kterd spocita PARITY v hloubce O(logn) a s O(n)
hradly.

2. Dokazte, ze PARITY nelze spocitat jen pomoci hradel typu AND.

3. Podivejme se ted na formule, a to konkrétné formule v DNF tvaru. (Ty odpovidaji specidlnim
Htrivrstvym hradlovym sitim, kde vystupni stupen je vzdy jedna, v prvni vrstvé jsou jen hradla
NOT, v druhé AND a nakonec OR). Ukazte, ze DNF formule potiebuji velikost €(2") na spoé¢itani
PARITY.

Jak na to? Funkce PARITY je vysoce symetrickd; ukazte ted nejprve, ze kazdé klauzule v DNF
zapisu vypada skoro stejné, a pak spocitejte, kolik jich musi byt, aby klauzule popsaly vSechny
mozné vstupy.

Poznamka: Plati i véta: booleovské hradlové sité konstantni hloubky nemohou pocitat PARITY. To si
ale nechame na jiny predmét . ..

Zbytek cviceni budeme pracovat s kompardtorovymi sitémi — specidlnimi hradlovymi sitémi, kde je
jediné hradlo kompardtor, coz je dvouvstupni a dvouvystupni hradlo, které pfijme dvé ¢isla (ne nutné
bindrni) a na jednom vystupu vypise minimum a na druhém maximum.

PRIKLAD DRUHY Navrhnéte komparatorovou sit pro zatifidéni prvku do setiidéné posloup-
nosti: dostane (n — 1)-prvkovou setiidénou posloupnost a jeden prvek navic, vydé setiidénou per-
mutaci.

PRIKLAD TRETI Dokazte nula-jednickovy princip: pro ovéfeni, ze komparatorova sit tifdi
vSechny vstupy, ji postaci otestovat na vSech posloupnostech nul a jednicek.

PRIKLAD CTVRTY Zopakujme z prednéasky bitonické trideni, které zvladne setiidit vstup po-
moci kompardtorové sité hloubky O(logn) slozené z O(nlogn) komparatort.

D(Bitonicka posloupnost): Posloupnost z, ..., x,_1 je éisté bitonickd, pokud ji muzeme rozdélit na
néjaké pozici k na neklesajici posloupnost xg < -+ < x; a nerostouci posloupnost x; > xp_1 >
-+ x,. Jak nerostouci, tak neklesajici ¢ast mohou byt prazdné ¢i jednoprvkové.

Posloupnost je bitonickd, pokud je rotaci ¢isté bitonické posloupnosti.

D (Bitonické tfidicka): Bitonicka tiidicka fadu n je kompardtorova sit B, s n vstupy a n vystupy.
Dostane-li na vstupu bitonickou posloupnost, vyda ji setiidénou.
D (Separdtor): Separdtor fadu n je komparédtorovd sit S,, se vstupy o, . . ., Tn_1 & VyStupy yo, .., Yn_1-
Dostane-li na vstupu bitonickou posloupnost, vyda na vystup jeji permutaci s nasledujicimi vlast-
nostmi:
® Yo, Yn/2-1 & Ynj2, - - -, Yn—1 jsou bitonické posloupnosti;
o y, <y;, kdykoliv0 <i<n/2<j<n.
Pouzijme nase nové 0 — 1 lemma na dokéazani funkce bitonického tiidéni:
1. Nejprve ukazte, ze pro kazdé sudé n existuje separator S, konstantni hloubky s O(n) separatory,
ktery korektné separuje nula-jednickové bitonické vstupy.
2. Potom ukazte, Ze pro libovolné 2% existuje tiidicka B, hloubky O(logn) s O(nlogn) kom-
paratory, ktera pouziva separatory a korektné tiidi 0 — 1 posloupnosti.



3. Nakonec popiste, jak udélat z bitonické tiidicky tridicku pro obecné 0 — 1 posloupnosti.



