
7. CVIČENÍ Z ADS2
Hradla a obvody

Booleovská funkce n proměnných: Jakákoli funkce f : {0, 1}n → {0, 1}.
Obvyklá reprezentace: Pokud to jde, tak předpisem. Často to ale nejde, pak je zadaná tabulkou
výstup̊u pro všechny vstupy.

Booleovská formule: Formule s proměnnými, logickými spojkami (většinou ∨,∧,¬) a závorkami.
Jej́ı velikost je počet všech výskyt̊u proměnných, všech závorek a všech spojek.

Obvyklá reprezentace: Klasickým logickým zápisem formule. Pravdivostńı tabulka sice poč́ıtá ekviva-
lentńı hodnoty, ale neńı to zápis formule samotné.

Hradlová śıt’/obvod: Acyklický orientovaný graf sestávaj́ıćı ze vstup̊u odpov́ıdaj́ıćım binárńım
proměnným na vstupu, hradel s několika vstupńımi a výstupńımi hranami a výstupńımi terminály.

Obvykle bývaj́ı hradla binárńı nebo unárńı (ale nemuśı), a obvykle bývá jeden výstup pro všechny
vstupy (ale nemuśı).

Obvyklá reprezentace: Diagramem.

V dnešńım cvičeńı budeme řešit pouze booleovské hradlové śıt’ě, tedy ty, co podporuj́ı unárńı nebo
binárńı operace.

Př́ıklad prvńı Rozvička: Hypoteticky existuje 16 binárńıch hradel. Ukažte, že je všechny
umı́me implementovat pomoćı AND, OR a NOT hradel.

Bonus: Všechny si je napǐste a pojmenujte co nejv́ıce z nich zažitými jmény.

Př́ıklad druhý Jde každá booleovská funkce n proměnných zapsat jako hradlová śıt’?
Můžete použ́ıt libovolně hradel. Zkuste vyjádřit sv̊uj počet hradel jako funkci n.

Př́ıklad třet́ı Na rozd́ıl od obecných algoritmů umı́me o hradlových śıt́ıch ihned ř́ıci
nějaké zaj́ımavé dolńı odhady. Třeba tento:

”
Pro každé k plat́ı, že existuje Booleovská funkce na n proměnných, která nejde spoč́ıtat hradlovou

śıt́ı s O(nk) hradly.“

Zkuste to dokázat! Může se hodit nějaký poč́ıtaćı argument.

Př́ıklad čtvrtý

1. Obvyklá reprezentace hradlové śıtě je graf. Řekněme, že je vaš́ım úkolem hradlovou śıt’ s A
hradly co nejkompaktněji popsat binárńım řetězcem. Vymyslete nějakou reprezentaci (můžete
být kreativńı). Spočitejte si, jakou délku bude mı́t váš binárńı řetězec v nejhorš́ım př́ıpadě.

2. Odvod’te z předchoźıho tvrzeńı fakt, že existuje booleovská funkce n proměnných, která potřebuje
na svou reprezentaci alespoň 2n/(100 ·n) hradel. To je o chlup silněǰśı tvrzeńı, než jsme nahlédli
v minulém př́ıkladu.

Př́ıklad pátý Jsou hradla aspoň tak silná, jako polynomiálńı programy? Ano. Zkuste
dokázat, že pokud existuje pro problém s n-bitovým vstupem polynomiálńı algoritmus, který ho
vyřeš́ı (a řekněme odpov́ı 0/1), tak existuje obvod s polynomiálńım počtem hradel, který problém
také vyřeš́ı.

Váš d̊ukaz nemuśı být zcela formálńı, zkuste použ́ıt vlastńı slova.

Př́ıklad šestý Jsou hradla aspoň tak silná, jako booleovské formule? Ukažte, že máme-li
booleovskou formuli délky l, tak umı́me postavit obvod délky O(l), který ji poč́ıtá.



Poznámka: A co naopak? Spoč́ıtaj́ı polynomiálně velké formule totéž, co polynomiálně velké hradlové
śıtě? Ano (to kdyžtak uvid́ıme jindy).

Př́ıklad sedmý Pojd’me si hrát s paritou! PARITY je booleovská funkce na n proměnných,
která poč́ıtá paritu (sudost počtu) jedniček na vstupu.

1. Ukažte triviálńı booleovskou hradlovou śıt’, která spoč́ıta PARITY v hloubce O(log n) a s O(n)
hradly.

2. Dokažte, že PARITY nelze spoč́ıtat jen pomoćı hradel typu AND.
3. Pod́ıvejme se ted’ na formule, a to konkrétně formule v DNF tvaru. (Ty odpov́ıdaj́ı speciálńım

”
tř́ıvrstvým“ hradlovým śıt́ım, kde výstupńı stupeň je vždy jedna, v prvńı vrstvě jsou jen hradla
NOT, v druhé AND a nakonec OR). Ukažte, že DNF formule potřebuj́ı velikost Ω(2n) na spoč́ıtáńı
PARITY.
Jak na to? Funkce PARITY je vysoce symetrická; ukažte ted nejprve, že každá klauzule v DNF
zápisu vypadá skoro stejně, a pak spoč́ıtejte, kolik jich muśı být, aby klauzule popsaly všechny
možné vstupy.

Poznámka: Plat́ı i silněǰśı tvrzeńı: booleovské hradlové śıtě konstantńı hloubky nemohou poč́ıtat
PARITY. To si ale necháme na jiný předmět . . .


