7. CVICENI Z ADS2

Hradla a obvody

Booleovska funkce n proménnych: Jakakoli funkee f : {0,1}" — {0,1}.

Obuykld reprezentace: Pokud to jde, tak predpisem. Casto to ale nejde, pak je zadand tabulkou
vystupu pro vsechny vstupy.

Booleovska formule: Formule s proménnymi, logickymi spojkami (vétsinou V, A, =) a zavorkami.
Jeji wvelikost je pocet vsech vyskytu proménnych, vsech zavorek a vsech spojek.

Obvykla reprezentace: Klasickym logickym zapisem formule. Pravdivostni tabulka sice pocita ekviva-
lentni hodnoty, ale neni to zapis formule samotné.

Hradlova sit/obvod: Acyklicky orientovany graf sestdvajici ze wvstupti odpovidajicim binarnim
proménnym na vstupu, hradel s nékolika vstupnimi a vystupnimi hranami a vystupnimi termindaly.

Obvykle byvaji hradla bindrni nebo unérni (ale nemusi), a obvykle byva jeden vystup pro vsechny
vstupy (ale nemusi).

Obuvykld reprezentace: Diagramem.

V dnesnim cviéeni budeme fesit pouze booleovské hradlové site, tedy ty, co podporuji undrni nebo
binarni operace.

PRIKLAD PRVN{ Rozvicka: Hypoteticky existuje 16 binarnich hradel. Ukazte, ze je vSechny
umime implementovat pomoci AND, OR a NOT hradel.

Bonus: Vsechny si je napiste a pojmenujte co nejvice z nich zazitymi jmény.

PRIKLAD DRUHY Jde kazdd booleovskd funkce n proménnych zapsat jako hradlovd sit?
Muzete pouzit libovolné hradel. Zkuste vyjadrit svuj pocet hradel jako funkci n.

PRIKLAD TRETI Na rozdil od obecnych algoritmti umime o hradlovych sitich ihned fici
néjaké zajimavé dolni odhady. Tteba tento:

,Pro kazdé k plati, ze existuje Booleovskd funkce na n proménnych, ktera nejde spocitat hradlovou
sit{ s O(n*) hradly.*

Zkuste to dokazat! Muze se hodit néjaky pocitaci argument.

PRIKLAD CTVRTY

1. Obvykld reprezentace hradlové sité je graf. Reknéme, ze je vasim tkolem hradlovou sit s A
hradly co nejkompaktnéji popsat bindrnim fetézcem. Vymyslete néjakou reprezentaci (muzete
byt kreativni). Spocitejte si, jakou délku bude mit vas bindrni fetézec v nejhorsim piipadeé.

2. Odvod'te z pfedchoziho tvrzeni fakt, Ze ezistuje booleovskd funkce n promeénnyjch, kterd potrebuge
na svou reprezentaci alespori 2™ /(100-n) hradel. To je o chlup silnéjsi tvrzeni, nez jsme nahlédli
v minulém prikladu.

PRIKLAD PATY Jsou hradla aspon tak silnd, jako polynomialni programy? Ano. Zkuste
dokazat, ze pokud existuje pro problém s n-bitovym vstupem polynomialni algoritmus, ktery ho
vytesi (a feknéme odpovi 0/1), tak existuje obvod s polynomidlnim po¢tem hradel, ktery problém
také vytesi.

V4és diukaz nemusi byt zcela formalni, zkuste pouzit vlastni slova.

PRIKLAD SESTY Jsou hradla aspon tak silna, jako booleovské formule? Ukazte, ze mame-li
booleovskou formuli délky [, tak umime postavit obvod délky O(l), ktery ji pocita.



Pozndmka: A co naopak? Spocitaji polynomialné velké formule totéz, co polynomialné velké hradlové
sité? Ano (to kdyztak uvidime jindy).

PRIKLAD SEDMY Pojd'me si hrat s paritou! PARITY je booleovskd funkce na n proménnych,
kterd poc¢ita paritu (sudost poc¢tu) jednicek na vstupu.

1. Ukazte trividln{ booleovskou hradlovou sit, kterd spocita PARITY v hloubce O(logn) a s O(n)
hradly.

2. Dokazte, ze PARITY nelze spocitat jen pomoci hradel typu AND.

3. Podivejme se ted na formule, a to konkrétné formule v DNF tvaru. (Ty odpovidaji specidlnim
Htrivrstvym* hradlovym sitim, kde vystupni stupen je vzdy jedna, v prvni vrstvé jsou jen hradla
NOT, v druhé AND a nakonec OR). Ukazte, ze DNF formule potiebuji velikost €2(2") na spo¢itani
PARITY.

Jak na to? Funkce PARITY je vysoce symetrickd; ukazte ted nejprve, ze kazdé klauzule v DNF
zapisu vypada skoro stejné, a pak spocitejte, kolik jich musi byt, aby klauzule popsaly vSechny
mozné vstupy.

Poznamka: Plati i silnéjsi tvrzeni: booleovské hradlové sité konstantni hloubky nemohou pocitat
PARITY. To si ale nechdme na jiny predmét . ..



