6. CVICENI Z ADS2

Toky v sitich — Metoda tii Indu, aplikace toku

V prvnich dvou prikladech se budeme zabyvat metodou, kterou vymysleli Malhotra, Kumar a Mah-
eswari, a proto se ji fikd ,metoda tii Indu*.

D(Rezerva vrcholu): Definujme vstupni rezervu vrcholu r*(v) jako soucet jeho vstupnich rezerv, a
vystupni rezervu vrcholu v~ (v) jako soucet vystupnich rezerv. Nakonec definujeme celkovou rezervu
jako r(v) = min(r*(v),r~(v)).

PRIKLAD PRVN{ Méjme rozvrstvenou a zacisténou sit se zdrojem a stokem. Necht se nahle
stane, ze ve vrcholu v siti s nejmensi hodnotou r(v) se objevi r(v) jednotek toku a musime je
presmérovat do stoku.

1. Dokazte, ze je ur¢ité mozné presmérovat vsech r(v) jednotek do stoku bez poruseni kapacit.

2. Navrhuji tento algoritmus pro pfeposlani r(v) jednotek: vezméme vrchol v, vezméme jeho
vystupni hrany ej,es, ... jednu po druhé a kazdou posleme tolik, co to jen jde, dokud v ob-
sahuje néjaky prebytek. Jakmile vytesime vrchol v, prechazime na dalsi vrchol w s kladnym
prebytkem a opakujeme.
Dokazte, ze i tato metoda bude fungovat.

3. Odhadnéte slozitost preposlani metodou v bodu 2. Jak spocitat slozitost co nejlépe? Ttieba
takto: dokazte, Ze v kazdém kroku se bud’ nasyti celd hrana, nebo uz je piebytek roven 0. Jak
vyuzit toto tvrzeni v odhadu slozitosti?

PRIKLAD DRUHY Vyuzijte proceduru z minulého cviceni a doplnte ji tak, aby spocitala
maximalni tok ve vrstevnaté siti v dobrém case. (V jakém?)

D (Vrcholové pokryti): Mnozina vrcholu X C V(G) je vrcholové pokryti, pokud pro kazdou hranou
uwv € E(Q) plati, ze bud u € X, nebo v € X, nebo oboje.

Obvykle se hleda ta nejmensi mnozina vrcholového pokryti.

PRIKLAD TRETI Pouzijte klasickou ,jednotkovou bipartitni sit“ k tomu, abyste nasli v bi-
partitnim grafu nejmensi vrcholové pokryti.

PRIKLAD CTVRTY  Obcas se v matematice stane, ze informaticky pristup k vécem vytvoti
hezké dukazy znamych faktu. Zkuste pouzit maximalni tok k tomu, abyste dokézali nasledujici vétu:
Mejme bipartitni graf G, ktery md vsechny stupné rovny k. Pak G ma perfektni pdrovdnd.
Hint: Uz vime, ze mé-li graf celociselné kapacity, tak mé i celociselny maximéalni tok. Zkuste to pouzit

— najdéte nejdiiv jakykoli zlomkovy tok a pak pouzijte predchozi vétu.

PRIKLAD PATY Z minula: Existuje mnoho problému, které jdou fesit hleddnim maximélniho
toku; asi jste uz tieba slyseli o maximalnim parovani v bipartitnim grafu.

v~/

sMdme doly D = {Dy, Ds,...,D,} a tovarny T = {T11,...,T,}. Oteviend jednoho dolu nds stoji d;
korun, a kazdd tovdrna ndm vydéld t; korun. Nicméné kazZdd tovdrna j vyzZaduje podmnoZinu doli
P; C D, a vydéld onéch t; korun jen tehdy, pokud jsme vsechny jeji doly otevreli. (Jeden dul stact
otevrit jen jednou, pak je pouZitelny pro vsechny tovdrny, které ho potrebuji.)
Nasim ukolem je spocitat, které doly otevrit, abychom vydélali co nejvice penéz.
Pomozte mi pfipomenout si, jak vytesit tento problém pomoci hledani toku v sitich!

Hint: Jediné, co si pamatuji, je ze je chytiejsi divat se na minimalni fez a rozmyslet si, pro¢ mi



spocita, co chci.

PRIKLAD SESTY
e Co kdyby sif méla vice zdroji a vice stoki? Ukazte, jak to simulovat pomoci tokt v siti.
e No a co kdyby neméla sit Zadné zdroje a stoky, a misto toho by kazdy vrchol mél pozZadovany
prebytek nebo poZadovany zdporny prebytek, a nas zajimalo jen to, jestli existuje Kirchhofova
cirkulace, ktera respektuje vsechny prebytky? Ukazte, jak to simulovat pomoci toku v siti.

hranédch d(e) — pozadovany dolni odhad na tok, ktery jimi musi jit? Ukazte, jak to simulovat
pomoci toku v siti.
PRIKLAD SEDMY Jesté jedna hezka matematicka véta, co jde dokéazat informaticky:

Necht mdme matici s redlngmi éisly A. Napocitejme si soucty radki r; a soucty sloupci v;. Potom
existuje zaokrouhleni vsech ¢isel v A, ¢isel r; a ¢éisel v; bud nahoru nebo dolu (kazdé ¢islo muze byt
jinak zakrouhleno) takové, Ze soucet zaoukrouhleného rddku bude presné zaokrouhlené éislo r;.

Dokazte.

Info na konec: Za 7 dni bude pisemka.



