1. CVICENI Z UVODU DO APROXIMACI

poznédvame aproximace, vrcholové pokryti

D (aproximaéni algoritmus): Mame-li polynomialni algoritmus pro minimaliza¢ni problém, tak o ném
fekneme, Ze je to c-aprorimacni algoritmus, pokud pro kazdou instanci problému I plati, Ze hodnota
vystupu naseho algoritmu ALG(]) je nejvys c-krat vétsi nez hodnota optima instance OPT'([1), ¢ili
ze ALG(I) < c-OPT(I).

Pro maximaliza¢ni problémy plati rovnost trochu jina: tam musi platit VI: ALG(I) > ¢- OPT(I)
a rozsah c bude jiny. To znamena, ze obc¢as budeme mluvit o %—aproximaénim algoritmu, a obcas o
2-aproximacnim algoritmu.

Vétsinu ¢asu se budeme snazit, aby ¢ byla konstanta, ale nepijde to vzdy. Proto miizeme aproximac¢ni
pomér ¢ vyjadrit i jako funkci velikosti vstupu a tvorit %—aproximaéni nebo O(log n)-aproximaéni
algoritmy.

Nékteré algoritmy jsou snadné a konstantné aproximadni:

PRIKLAD PRVNI Uvazme problém MAXIMALNI ROVINNY PODGRAF. Na vstupu dostaneme
souvisly nerovinny graf G a na$im cilem je najit jeho podgraf R C G, ktery uz rovinny je — a
maximalizujeme pocet zbylych hran v grafu R.

Navhrnéte 1/3-aproximacni algoritmus pro tento problém.
Jiné snadné algoritmy zas tak dobré nejsou:

PRIKLAD DRUHY M¢éjme nasledujici aproximaé¢ni algoritmus pro problém MAXIMALNIT KLIKA
V GRAFU:

»Pro kazdou hranu e € E(G) hladové vyzkousime, jestli k ni existuje t¥eti vrchol, se kterym tvori
trojuhelnik. Pokud ano, hledame a vybereme libovolny ¢tvrty vrchol, ktery s témito tfemi tvori K.
Pokracujeme, dokud nenajdeme co nejvétsi kliku, pak si velikost zapamatujeme a zkusime hledat pro
dalsi hranu ¢’ € E(G). Na vystupu vratime tu nejvétsi z nalezenych klik.“

Jaky je jeho aproximacni pomér?
A u nékterych problémi lze dokazat, Ze dosdhnout dobrého poméru je tézké:

PRIKLAD TRETI Méjme klasicky optimalizac¢ni problém PAKOVANI DO KOSU. Na vstupu
tohoto problému dostaneme n objektu s velikosti mezi [0, 1], a nasim tkolem je napakovat objekty do
co nejméné kosi, kde kazdy koS méa nosnost pravé 1. Minimalizujeme pocet pouzitych neprazdnych
kosti.
Dokazte, ze kdyby pro tento problém existoval 1.499-aproximacni algoritmus, tak uz P = NP.
Hinty:
e Chceme dokazovat tézkost, takze nas argument musi byt v kostce takovyto:
, Vezméme si vSechny vstupni instance néjakého NP-uplného problému, prevedeme je na prob-
lém PAKOVANI DO KOSU a pokud je onen 1.499-aproximacni algoritmus zapakuje, tak prevedeme
feSeni na TeSeni pivodniho NP-tiplného problému.*
e Zkuste vyuzit toho, ze pokud by optimum bylo k kosi, tak 1.499-aproximacni algoritmus musi
pouzit nejvyse |1.499k | kosi.

Zbytek cviceni se budeme zabyvat problémem MINIMALNIHO VRCHOLOVEHO POKRYTI. Vrcholové
pokryti je mnozina vrcholi takové, ze kazda hrana grafu je pokryta, ¢ili alespon jeden jeji konec je
v pokryti. Hleddme vrcholové pokryti minimalni co do poc¢tu vrcholi, obc¢as byva i vazené.



PRIKLAD CTVRTY  Nejprve zanalyzujeme hladovy algoritmus:

,Setiidime si vrcholy podle stupné, vezméme ten (néktery) s nejvétsim stupném a piidame ho
do vrcholového pokryti. Tim pokryjeme vSechny hrany sousedici s timto vrcholem, tak je z grafu
odstranime. Setfidime vrcholy podle stupné znovu a pokracujeme stejnym postupem.*

e Na zacatek vyvratte, Ze tento algoritmus je 1.999-aproximacni,
e ...nebo rovnou vyvratte, ze tento algoritmus je 2-aproximacni,
e ...a nebo rovnou vyvratte, Ze tento algoritmus je c-aproximacni pro jakékoli ¢ > 1.

PRIKLAD PATY Nyni zvazme tento jiny, ale stejné hladovy algoritmus:
»Zvolme jakoukoli hranu v grafu. Tu musime pokryt alespon jednim jejim koncem, ale my vybereme

do vysledného pokryti oba dva konce. Hranu i jeji koncové vrcholy (se vSemi sousednimi hranami)
odstranime a pokracujeme dal stejné.”

Ma tento algoritmus konstantni aproximacni pomeér?

PRIKLAD SESTY

e Vzpomeite si na optimalizacni metody a formulujte problém MINIMALNT VRCHOLOVE POKRYTI
jako celo¢iselny program. Za¢néte proménnymi x, pro kazdy vrchol v € V(G) ...

e V optimaliza¢nich metodéach se ¢asto prevede celoc¢iselny program na linedrni program a pak se
fesi ten (v polynomialnim ¢ase). Nas ale zajimaji jen celoéiselné feSeni. Vymyslete jednoduchy
zpusob, jak z FeSeni linearni relaxace z predchoziho bodu dostanete celo¢iselné pripustné reSeni,
které zaroven bude 2-aproximaci.

PRIKLAD SEDMY Nakonec proberme MINIMALNI VAZENE VRCHOLOVE POKRYTI — opét nam
jde o to nalézt vrcholové pokryti, ale tentokrat ma kazdy vrchol v svou vahu w, > 0 a my chceme
najit pokryti minimalni celkové vahy, ne velikosti.

Navrhnéte 2-aproximacni algoritmus pro MINIMALNI VAZENE VRCHOLOVE POKRYTI.



