
9. CVI�ENÍ Z OPTIMALIZACE
Komplementarita

D(Volnost): M¥jme soustavu lineárních nerovnic (S) a v ní j-tou nerovnost

aj1x1 + aj2x2 + aj3x3 + . . .+ ajnxn ≤ bj.

M¥jme také n¥jaký vektor x′.

Pak volností (slack) j-té nerovnosti v·£i °e²ení x′ rozumíme hodnotu s
(S)
j = bj−

∑n
i=1 ajix

′
i. V²imn¥me

si, ºe pro p°ípustná °e²ení vºdy platí s(S)j ≥ 0. Pokud by nerovnost byla ≥, de�nujeme volnost jako
s
(S)
j =

∑n
i=1 ajix

′
i − bj, aby op¥t platilo s

(S)
j ≥ 0 pro p°ípustná °esení.

T(Komplementarita): M¥jme lineární program (P) a jeho duál (D) v následující form¥:

max cTx,Ax ≤ b, x ≥ 0, (P)

min bTy, ATy ≥ c, y ≥ 0. (D)

M¥jme také dvojici p°ípustných °e²ení primálu a duálu (x′, y′). Pak platí následující v¥ta:

Dvojice (x′, y′) je dvojicí optimálních °e²ení práv¥ tehdy, kdyº platí:

∀i ∈ {1, . . . , n} : xi · s(D)
i = 0, (1)

∀j ∈ {1, . . . ,m} : s(P )
j · yj = 0. (2)

P°íklad první (Rozvi£ka z minula.) Nalezn¥te celo£íselný mnohost¥n {x; Ax ≤ b, x ≥ 0},
kde A je matice alespo¬ 3× 3 a A i b jsou celo£íselné, ale A není totáln¥ unimodulární. M·ºe navíc
A obsahovat pouze prvky −1, 0 a 1? A co kdyº zakáºeme i −1?
Tip: Celo£íselnost mnohost¥nu (to, ºe má v²echny vrcholy s celo£íselnými sou°adnicemi) ov¥°ujte aº
nakonec.

P°íklad druhý Josef K. opsal od souseda p°i písemce z Optimalizací p°ípustné °e²ení
primálu a zadaní duálu.

Duál je:

max 3x1 + 3x2 + 6x3 + 4x4

x1 + 2x2 + 3x3 + x4 ≤ 5

x1 + x2 + 2x3 + 3x4 = 3

x1 + x2 + x3 ≥ 1

x1, x2, x3, x4 ≥ 0

P°ípustným °e²ením primálu je: y = (4, 0,−1). Úloha se v²ak ptala na to, je-li °e²ení primálu optimem
nebo ne. Do°e²te úlohu za Josefa.

P°íklad t°etí Pepi£ka K. opsala od souseda p°i písemce z Optimalizací primál a optimální
°e²ení duálu. Primálem je:



min 10x1 − 4x2

x1 + 0.6x3 + 4x4 ≥ 43

x1 − x2 + 0.6x3 + 10x4 ≥ 27

x1 − x2 − 0.4x3 − x4 ≥ 24

x1 − x2 − 0.4x3 − 2x4 ≥ 22

x1 + 3.6x3 − 3x4 ≥ 56

x1, x2, x3, x4 ≥ 0

Optimálním °e²ením duálu je y = (3.36, 0, 0, 6.48, 0.16). Úloha se v²ak ptala na optimální °e²ení
p·vodního programu. Do°e²te úlohu za Pepi£ku s pouºitím komplementarity.

P°íklad £tvrtý P°eformulujte v¥tu o komplementarit¥, pokud na vstupu nejsou lineární
programy ve tvaru (P ) a (D), ale LP ve tvaru

max cTx

Ax = b

x ≥ 0

a jeho duál. (V jakém bude tvaru?)

Dopl¬ující otázka: �íká tato v¥ta n¥co o simplexovém algoritmu?

P°íklad pátý Pro LP a jeho duál z t°etího p°íkladu nalezn¥te dvojici vektor· x a y takové,
ºe platí

∀i ∈ {1, . . . , n} : xi · s(D)
i = 0, (1)

∀j ∈ {1, . . . ,m} : s(P )
j · yj = 0. (2)

ale x a y nejsou dvojicí optimálních °e²ení.

Tip: Najd¥te rozdíl mezi zadáním této úlohy a zadáním komplementarity.


