
8. CVI�ENÍ Z OPTIMALIZACE
Totální unimodularita

D: �tvercová matice M ∈ Rn×n je unimodulární, pokud její determinant je −1, 0 nebo 1.

D: Libovolná matice M ∈ Rm×n je totáln¥ unimodulární, pokud determinant kaºdé její £tvercové
podmatice je roven −1, 0 nebo 1.

D: Mnohost¥n nazveme celo£íselným, pokud má v²echny vrcholy celo£íselné.

T(Cramerovo pravidlo): M¥jme soustavu Ax = b, kde matice A má nenulový determinant. Potom
soustava má jediné °e²ení, jehoº i-tá sou°adnice je rovna podílu determinant·

xi =
det(Ai)

det(A)
,

kde matice Ai vznikne z matice A nahrazením i-tého sloupce vektorem pravých stran.

T:Uvaºme lineární program max cTx,Ax ≤ b, x ≥ 0. Nech´ b je celo£íselný vektor a A je totáln¥
unimodulární matice. Pak je mnohost¥n p°ípustných °e²ení celo£íselný.

T(D·sledek p°edchozí v¥ty): Uvaºme celo£íselný program ILP = max cTx,Ax ≤ b, x ≥ 0, x ∈ Z
a jeho lineární relaxaci LP = max cTx,Ax ≤ b, x ≥ 0. Pokud je b celo£íselný vektor a A totáln¥
unimodulární, pak vrcholové optimální °e²ení LP je optimálním °e²ením ILP .

P°íklad první Nech´ A je totáln¥ unimodulární matice a nech´ I je libovoln¥ velká matice,
která má v kaºdém sloupci práv¥ jednu jednotku a zbytek nuly. Dokaºte následující:

• Dokaºte, ºe A m·ºe obsahovat jen prvky 0, 1 nebo −1.
• Ukaºte, ºe AT ,

(
A
−A

)
a (A|I) jsou totáln¥ unimodulární matice.

P°íklad druhý M¥jme zadanou matici X. Ov¥°te, jestli matice X je totáln¥ unimodulární,
bez pouºití následujícího p°íkladu.

0 −1 0 0 0
1 0 −1 1 0
0 1 1 0 1
0 0 0 1 1

Tip: Nejprve odvo¤te tvrzení pro 2× 2 matice, pak postupujte vý²e. Odkaºte se na men²í p°ípady,
kdy jen to bude moºné.

P°íklad t°etí M¥jme matici A velikosti m × n, jejíº °ádky jdou rozloºit na dv¥ skupiny
B a C. Nech´ také platí:

• A ∈ {−1, 0, 1}m×n,
• kaºdý sloupec obsahuje nejvý²e 2 nenulové hodnoty,
• Pokud mají dv¥ nenulové hodnoty v jednom sloupci A stejné znaménko, tak jeden °ádek pat°í
do B a druhý do C.
• Pokud mají dv¥ nenulové hodnoty v jednom sloupci A r·zné znaménko, tak oba rádky pat°í
do B, nebo oba pat°í do C.

V²imn¥te si, ºe nap°íklad matice z p°edchozího p°íkladu tyto podmínky spl¬uje.

Dokaºte, ºe A je potom totáln¥ unimodulární.

Tip: Dokazujte indukcí podle velikosti £tvercové podmatice. Za£n¥te tím, ºe eliminujete p°ípady,
kdy v jednom sloupci je nejvý²e 1 nenulová hodnota.



P°íklad £tvrtý Dokaºte, ºe kaºdá matice incidence orientovaného grafu je totáln¥ unimod-
ulární.

P°íklad pátý Dokaºte, ºe matice incidence grafu je totáln¥ unimodulární práv¥ tehdy,
kdyº graf je bipartitní. Plyne z tohoto tvrzení snadné hledání celo£íselnych °e²ení n¥kterých prob-
lém·?

P°íklad ²estý Vezm¥me si jeden vektor (sloupec) v s hodnotami {0, 1}n. �ekneme, ºe v
je intervalový, pokud v má hodnoty 1 za sebou v práv¥ jednom souvislém intervalu (t°eba i délky 0).
Matice M je intervalová, pokud v²echny její sloupce jsou intervalové vektory.

Dokaºte, ºe pro kaºdou intervalovou matici M platí, ºe M je totáln¥ unimodulární.

P°íklad sedmý Nalezn¥te celo£íselný mnohost¥n {x; Ax ≤ b, x ≥ 0}, kde A je matice ale-
spo¬ 3× 3 a A i b jsou celo£íselné, ale A není totáln¥ unimodulární. M·ºe navíc A obsahovat pouze
prvky −1, 0 a 1? A co kdyº zakáºeme i −1?


