8. CVICENI Z OPTIMALIZACE

Totaln{ unimodularita

D: Ctvercova matice M € R™" je unimoduldrni, pokud jeji determinant je —1,0 nebo 1.

D: Libovolna matice M € R™*" je totdlné unimoduldrni, pokud determinant kazdé jeji ¢tvercové
podmatice je roven —1,0 nebo 1.

D: Mnohostén nazveme celociselnym, pokud mé vSechny vrcholy celociselné.

T (Cramerovo pravidlo): Méjme soustavu Az = b, kde matice A ma nenulovy determinant. Potom
soustava ma jediné feSeni, jehoz i-t4 soufadnice je rovna podilu determinanti

det(A)’

kde matice A; vznikne z matice A nahrazenim i-tého sloupce vektorem pravych stran.

T:Uvazme linearni program maxclz, Ax < b,z > 0. Necht b je celociselny vektor a A je totalné
unimodularni matice. Pak je mnohostén piipustnych fesSeni celociselny.

T(Ditisledek piedchozi véty): Uvazme celo¢iselny program ILP = maxclz, Azv < byx > 0,z € Z
a jeho linearni relaxaci LP = maxclz, Az < b,z > 0. Pokud je b celo¢iselny vektor a A totalné
unimodularni, pak vrcholové optimalni feSeni LP je optimalnim feSenim I LP.

PRIKLAD PRVNI Necht A je totalné unimodulérni matice a necht I je libovolné velka matice,
kterd ma v kazdém sloupci pravé jednu jednotku a zbytek nuly. Dokazte nasledujici:

e Dokazte, Ze A muze obsahovat jen prvky 0, 1 nebo —1.
o Ukaite, 7e AT, () a (A|I) jsou totalné unimoduldrni matice.

PRIKLAD DRUHY Méjme zadanou matici X. Ovéite, jestli matice X je totalné unimodularni,
bez pouziti nasledujicitho piikladu.

0 -1 0 00
1 0 -1 10
0 1 1 01
0 0 0 11

Tip: Nejprve odvodte tvrzeni pro 2 x 2 matice, pak postupujte vyse. OdkaZte se na mensi piipady,
kdy jen to bude mozné.

PRIKLAD TRETI Méjme matici A velikosti m x n, jejiz fadky jdou rozlozit na dvé skupiny
B a C'. Necht také plati:
o Ac{-1,0,1}m"
e kazdy sloupec obsahuje nejvyse 2 nenulové hodnoty,
e Pokud maji dvé nenulové hodnoty v jednom sloupci A stejné znaménko, tak jeden fadek patii
do B a druhy do C.
e Pokud maji dvé nenulové hodnoty v jednom sloupci A rizné znaménko, tak oba radky patii
do B, nebo oba patii do C.

V&imnéte si, ze napiiklad matice z predchoziho piikladu tyto podminky spliuje.
Dokazte, ze A je potom totalné unimodularni.

Tip: Dokazujte indukci podle velikosti ¢tvercové podmatice. Zacnéte tim, ze eliminujete piipady,
kdy v jednom sloupci je nejvyse 1 nenulova hodnota.



PRIKLAD CTVRTY  Dokazte, Ze kazda matice incidence orientovaného grafu je totalné unimod-
ularni.

PRIKLAD PATY Dokazte, ze matice incidence grafu je totalné unimodularni pravé tehdy,
kdyz graf je bipartitni. Plyne z tohoto tvrzeni snadné hledani celoc¢iselnych feSeni nékterych prob-
lému?

PRIKLAD SESTY Vezméme si jeden vektor (sloupec) v s hodnotami {0,1}". Rekneme, Ze v
je intervalovy, pokud v mé hodnoty 1 za sebou v pravé jednom souvislém intervalu (tieba i délky 0).
Matice M je intervalovd, pokud vSechny jeji sloupce jsou intervalové vektory.

Dokazte, ze pro kazdou intervalovou matici M plati, ze M je totalné unimodularni.
PRIKLAD SEDMY Naleznéte celo¢iselny mnohostén {z; Ax < b,z > 0}, kde A je matice ale-

spoin 3 x 3 a A i b jsou celociselné, ale A neni totalné unimodularni. Muze navic A obsahovat pouze
prvky —1, 0 a 17 A co kdyz zakdzeme i —17



