4. CVICENI Z OPTIMALIZACE

Mnohostény a jejich vlastnosti

Priklady naleznete na zadni strané.

D: Mnozina K C R? se nazyva konvezni mnoZinou, pokud Vo,y € K,Vt € [0,1] : tz + (1 — t)y € K.
Jinak feceno, kazda tsecka se dvéma konci v K musi mit kazdy bod obsazeny v K.

D: Nadrovina je libovolny afinni prostor v R? dimenze d — 1. V roviné tedy je kazda primka nadrovi-
nou, v 3D prostoru je nadrovinou libovolné rovina atd.

Nadrovina rozdéluje prostor R? na dva poloprostory. Nadrovinu samotnou po¢itame jako soucést
obou poloprostoru.

D: Konverni mnohostén je libovolny objekt v R?, ktery je prinikem kone¢né mnoha poloprostort.
Alternativné muzeme fici, Ze konvexni mnohostén je libovolna mnozina bodu tvaru {z|Az < b} pro
néjakou redlnou matici A a realny vektor b.

Pozndmka: V tomto predmétu se jinymi mnohostény zabyvat nebudeme, takze konvexnim mno-
hosténtim budeme zkracené fikat jen mnohostény.

D: Necht P je konvexni mnohostén a ¢ € R”,t € R. Jestlize Vo € P : ¢’z <t azaroven 3z : ¢’z = t,
oznacime {z|c’'x =t} jako tecnou nadrovinu n; konvexniho mnohosténu P.

Priniky te¢nych nadrovin s mnohosténem S = n; N P pak nazyvame sténami mnohosténu P. K nim
také zapoCitavame dvé nevlastni stény 0 a P.

D: Vrchol mnohosténu P je sténou dimenze 0. Hrana P je sténou dimenze 1. Nakonec faseta P je
sténou dimenze d — 1.

D: Rekneme, Ze konvexni mnohostén je omezeny, pokud se vejde do koule s kone¢né velkym polomérem.
Pro dobrou intuici si stac¢i predstavit, Zze mnohostén neutikid do nekonecna.

T(Vrcholovy popis konv. mnohosténit): Kazdy omezeny konvexni mnohostén je roven konvexnimu
obalu vSech svych vrcholu. Omezené mnohostény tedy muzeme popsat bud pomoci vSech polopros-
tort (pak pocitame jejich prinik) nebo pomoci vSech vrcholi (pak poc¢itame jejich konvexni obal).

D: Bazické 7eseni je takové FeSeni soustavy Ax < b, které odpovida regularni podmatici A’ matice
A.

Tedy hodnotu proménnych, které nejsou zastoupeny v A’ nastavim na 0.
T (Bazicka FeSeni jsou pravé vrcholy konvexniho mnohosténu):

Bod z; je vrcholem konvexniho mnohosténu daného soustavou Axr < b dimenze d < x; je bazické
feSeni soustavy Ax < b.

Tedy: Bod x; pat¥i do mnohosténu (splituje vSechny nerovnice) a zaroven splituje d linedrné nezéavis-
Iych nerovnosti presné (s rovnosti).

D: d-dimenzionélni simplex je konvexnim obalem d + 1 afinné nezéavislych bodu. Pro jednoduchost
si d-dimenzionalni simplex v R? miiZzeme piedstavit jako konvexni obal:

conv(0, (0,0,...,0,1),(0,0,...,1,0),...,(1,0,...,0,0))



PRIKLAD PRVNI Dvé& konvexni vlastnosti:

e Dokaite, ze kdyz body #,%5,...,4;, € RY spliuji sadu omezeni a;” - 2; < b pro i,j €
{1,2,...,n}, tak potom i libovolna konvexni kombinace bodu spliiuje ta saméa omezeni, ¢ili
Vau,. .., an > 0 takove, ze 37, a; = 1 plati, ze:
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e Dokazte, Zze kdyz body &, 45, ...,4;, € R% spliuji sadu omezeni a;’ - Z; < b, pro i,j €
{1, 2,...,n}, tak potom ty samé body spliiuji i libovolnou konvexni kombinaci téchto omezeni.

Tj. Vf1,..., 0, > 0 takove, ze > | B = 1 plati, Ze:

n T n
(Z 519@2:) L85 <> By
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Tip: Vsimnéte si rozdilu v zadani téchto piikladia! Dale, dokazujte obé tvrzeni pro co nejmensi
mnozinu objekti, tj. prvni tvrzeni pro jedno omezeni a druhé tvrzeni pro jeden bod.

PRIKLAD DRUHY Dokazte, Ze mnozina vSech optimélnich feSeni daného LP zadaného napiik-
lad takto:
maxc z, Ax < b,z >0

je konvexni mnozina.

PRIKLAD TRETI Vlastnosti polytopii:

e Méjme konvexni mnohostén P. Dokazte, 7e prinik dvou stén P je také sténa P.

e Dokazte, ze kazda sténa omezeného mnohosténu je konvexnim obalem podmnoziny jeho vrcholi.
Ukazte také, ze bez slova ,,omezeného* tvrzeni neplati.

e Dokazte, ze libovolna sténa simplexu je sama simplexem.

e Uvazte vas oblibeny konvexni mnohostén P a najdéte dvé riizné tecné nadroviny n,, ny, jejichz
neprazdny prinik s P urcuje tutéz sténu.

PRIKLAD CTVRTY  Rozhodnéte, jestli vrchol v = (1,1,1,1) je vrcholem mnohosténu defino-
vaného nésledujicim systémem nadrovin:
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PRIKLAD PATY Dokazte, Ze kazdy omezeny konvexni mnohostén dimenze d v R? m4 alespoii
d + 1 vrcholu a alespon d + 1 faset.
PRIKLAD SESTY Naleznéte vSechny vrcholy mnohosténu zadaného takto:

201 + 290 + 23 < 14
221 + d5x9 + 523 < 30
1 >0

To >0

z3 >0



