
4. CVI�ENÍ Z OPTIMALIZACE
Mnohost¥ny a jejich vlastnosti

P°íklady naleznete na zadní stran¥.

D: Mnoºina K ⊆ Rd se nazývá konvexní mnoºinou, pokud ∀x, y ∈ K, ∀t ∈ [0, 1] : tx+ (1− t)y ∈ K.
Jinak °e£eno, kaºdá úse£ka se dv¥ma konci v K musí mít kaºdý bod obsaºený v K.

D: Nadrovina je libovolný a�nní prostor v Rd dimenze d− 1. V rovin¥ tedy je kaºdá p°ímka nadrovi-
nou, v 3D prostoru je nadrovinou libovolná rovina atd.

Nadrovina rozd¥luje prostor Rd na dva poloprostory. Nadrovinu samotnou po£ítáme jako sou£ást
obou poloprostor·.

D: Konvexní mnohost¥n je libovolný objekt v Rd, který je pr·nikem kone£n¥ mnoha poloprostor·.
Alternativn¥ m·ºeme °íci, ºe konvexní mnohost¥n je libovolná mnoºina bod· tvaru {x|Ax ≤ b} pro
n¥jakou reálnou matici A a realný vektor b.

Poznámka: V tomto p°edm¥tu se jinými mnohost¥ny zabývat nebudeme, takºe konvexním mno-
host¥n·m budeme zkrácen¥ °íkat jen mnohost¥ny.

D: Nech´ P je konvexní mnohost¥n a c ∈ Rn, t ∈ R. Jestliºe ∀x ∈ P : cTx ≤ t a zárove¬ ∃x : cTx = t,
ozna£íme {x|cTx = t} jako te£nou nadrovinu ni konvexního mnohost¥nu P .

Pr·niky te£ných nadrovin s mnohost¥nem S = ni ∩P pak nazýváme st¥nami mnohost¥nu P . K nim
také zapo£ítáváme dv¥ nevlastní st¥ny ∅ a P .
D: Vrchol mnohost¥nu P je st¥nou dimenze 0. Hrana P je st¥nou dimenze 1. Nakonec faseta P je
st¥nou dimenze d− 1.

D: �ekneme, ºe konvexní mnohost¥n je omezený, pokud se vejde do koule s kone£n¥ velkým polom¥rem.
Pro dobrou intuici si sta£í p°edstavit, ºe mnohost¥n neutíká do nekone£na.

T(Vrcholový popis konv. mnohost¥n·): Kaºdý omezený konvexní mnohost¥n je roven konvexnímu
obalu v²ech svých vrchol·. Omezené mnohost¥ny tedy m·ºeme popsat bu¤ pomocí v²ech polopros-
tor· (pak po£ítáme jejich pr·nik) nebo pomocí v²ech vrchol· (pak po£ítáme jejich konvexní obal).

D: Bazické °e²ení je takové °e²ení soustavy Ax ≤ b, které odpovídá regulární podmatici A′ matice
A.

Tedy hodnotu prom¥nných, které nejsou zastoupeny v A′ nastavím na 0.

T(Bázická °e²ení jsou práv¥ vrcholy konvexního mnohost¥nu):

Bod xi je vrcholem konvexního mnohost¥nu daného soustavou Ax ≤ b dimenze d ⇔ xi je bazické
°e²ení soustavy Ax ≤ b.

Tedy: Bod xi pat°í do mnohost¥nu (spl¬uje v²echny nerovnice) a zárove¬ spl¬uje d lineárn¥ nezávis-
lých nerovností p°esn¥ (s rovností).

D: d-dimenzionální simplex je konvexním obalem d + 1 a�nn¥ nezávislých bod·. Pro jednoduchost
si d-dimenzionální simplex v Rd m·ºeme p°edstavit jako konvexní obal:

conv(0, (0, 0, . . . , 0, 1), (0, 0, . . . , 1, 0), . . . , (1, 0, . . . , 0, 0))



P°íklad první Dv¥ konvexní vlastnosti:

• Dokaºte, ºe kdyº body ~x1, ~x2, . . . , ~xn ∈ Rd spl¬ují sadu omezení ~ai
T · ~xj ≤ bi pro i, j ∈

{1, 2, . . . , n}, tak potom i libovolná konvexní kombinace bod· spl¬uje ta samá omezení, £ili
∀α1, . . . , αn ≥ 0 takové, ºe

∑n
j=1 αj = 1 platí, ºe:

~ai
T ·

(
n∑

j=1

αj ~xj

)
≤ bi.

• Dokaºte, ºe kdyº body ~x1, ~x2, . . . , ~xn ∈ Rd spl¬ují sadu omezení ~ai
T · ~xj ≤ bi pro i, j ∈

{1, 2, . . . , n}, tak potom ty samé body spl¬ují i libovolnou konvexní kombinaci t¥chto omezení.
Tj. ∀β1, . . . , βn ≥ 0 takové, ºe

∑n
i=1 βi = 1 platí, ºe:(

n∑
k=1

βk ~ak

)T

· ~xj ≤
n∑

k=1

βkbk.

Tip: V²imn¥te si rozdílu v zadání t¥chto p°íklad·! Dále, dokazujte ob¥ tvrzení pro co nejmen²í
mnoºinu objekt·, tj. první tvrzení pro jedno omezení a druhé tvrzení pro jeden bod.

P°íklad druhý Dokaºte, ºe mnoºina v²ech optimálních °e²ení daného LP zadaného nap°ík-
lad takto:

max cTx,Ax ≤ b, x ≥ 0

je konvexní mnoºina.

P°íklad t°etí Vlastnosti polytop·:

• M¥jme konvexní mnohost¥n P . Dokaºte, ºe pr·nik dvou st¥n P je také st¥na P .
• Dokaºte, ºe kaºdá st¥na omezeného mnohost¥nu je konvexním obalem podmnoºiny jeho vrchol·.
Ukaºte také, ºe bez slova �omezeného� tvrzení neplatí.
• Dokaºte, ºe libovolná st¥na simplexu je sama simplexem.
• Uvaºte vá² oblíbený konvexní mnohost¥n P a najd¥te dv¥ r·zné te£né nadroviny na, nb, jejichº
neprázdný pr·nik s P ur£uje tutéº st¥nu.

P°íklad £tvrtý Rozhodn¥te, jestli vrchol v = (1, 1, 1, 1) je vrcholem mnohost¥nu de�no-
vaného následujícím systémem nadrovin:

−1 −6 1 3
−1 −2 7 1
0 3 −10 −1
−6 −11 −2 −12
1 6 −1 −3

 ·

x1
x2
x3
x4

 ≤

−3
5
−8
−7
4


P°íklad pátý Dokaºte, ºe kaºdý omezený konvexní mnohost¥n dimenze d v Rd má alespo¬
d+ 1 vrchol· a alespo¬ d+ 1 faset.

P°íklad ²estý Nalezn¥te v²echny vrcholy mnohost¥nu zadaného takto:

2x1 + x2 + x3 ≤ 14

2x1 + 5x2 + 5x3 ≤ 30

x1 ≥ 0

x2 ≥ 0

x3 ≥ 0


