
3. CVI�ENÍ Z OPTIMALIZACE
Linearita, konvexita, a�nita

P°íklady naleznete na zadní stran¥.

D:Mnoºina A ⊆ Rd je a�nní prostor, pokud A je tvaru L+v pro n¥jaký lineární prostor L a posuvný
vektor v ∈ Rd. Tvrzením �A je tvaru L+v� se myslí bijekce mezi vektory z L a vektory A zadaná jako
b(u) = u + v. Dimenze a�nního prostoru A je rovna dimenzi jeho p°idruºeného linearního prostoru
L.

D: Vektor x je a�nní kombinací kone£né mnoºiny vektor· a1, a2, . . . an pokud x =
∑n

i=1 αiai, kde αi

jsou reálná £ísla spl¬ující
∑n

i=1 αi = 1.

Mnozina bodu/vektoru V ⊆ Rd je a�nn¥ nezávislá, pokud platí, ºe ºádný vektor v ∈ V neni a�nní
kombinací ostatních.

D: Pokud máme mnoºinu vektor· V ⊆ Rd, m·ºeme uvaºovat její a�nní obal, coº je mnoºina v²ech
vektor· A, které jsou a�nní kombinací jakékoli kone£né podmnoºiny vektor· z V .

Podobn¥ jako linearní prostory, i a�nní prostory mají kone£nou bazi, takºe nemusíme uvaºovat
v²echny kone£né podmnoºiny pro generovaní a�nního obalu � sta£í generovat a�nní kombinace báze.

D: Nadrovina je libovolny a�nni prostor v Rd dimenze d− 1. V rovine tedy je kazda primka nadrovi-
nou, v 3D prostoru je nadrovinou libovolna rovina, atd.

Nadrovina rozd¥luje prostor Rd na dva poloprostory. Nadrovinu samotnou po£ítáme jako sou£ást
obou poloprostor·.

D: Mnoºina K ⊆ Rd se nazývá konvexní mnoºinou, pokud ∀x, y ∈ K, ∀t ∈ [0, 1] : tx+ (1− t)y ∈ K.
Jinak °e£eno, kaºdá úse£ka se dv¥ma konci v K musí mít kaºdý bod obsaºený v K.

D: Vektor x je konvexní kombinací mnoºiny vektor· a1, a2, . . . an pokud x =
∑n

i=1 αiai, kde αi jsou
reálná £ísla spl¬ující

∑n
i=1 αi = 1 a navíc ∀i : αi ∈ [0, 1].

Mnoºina bod·/vektor· V ⊆ Rd je v konvexní poloze, pokud platí, ºe ºádný vektor v ∈ V není
konvexní kombinací ostatních.

D: Pro konvexitu m·ºeme také zade�novat obal: Pokud máme mnoºinu vektor· V ⊆ Rd, její konvexní
obal je mnoºina v²ech vektor· A, které jsou konvexní kombinací jakékoli kone£né podmnoºiny vektor·
z V .

Zde je opravdu myslet na kaºdou kone£nou podmnoºinu; konvexní mnoºiny totiº nemají vºdy kone£-
nou bázi.

D: Konvexní mnohost¥n je libovolný objekt v Rd, který je pr·nikem kone£n¥ mnoha poloprostor·.
Alternativn¥ m·ºeme °íci, ºe konvexní mnohost¥n je libovolná mnoºina bod· tvaru {x|Ax ≤ b} pro
n¥jakou reálnou matici A a realný vektor b.

Známe z lingebry:

T:Kaºdý lineární prostor dimenze k obsahuje k-vektorovou bázi. Takovou bázi dokonce m·ºeme najít
ortogonální (nebo dokonce ortonormální) a stejn¥ tak m·ºeme najít ortogonální dopln¥k této báze.



Z minula:

P°íklad první Student Josef K. dostal na cvi£ení z Optimalizace zadaný úkol:

Navrhn¥te celo£íselný program pro problém obchodního cestujíciho, £ili pro daný ohodnocený graf
G = (V,E, f), kde f : E → R+

0 , chceme najít Hamiltonovskou kruºnici s nejkrat²í délkou.

Josef K. navrhuje následující °e²ení:

�Pro kaºdou hranu uv máme prom¥nnou xuv ∈ {0, 1}, cílová funkce je min
∑

uv∈E f(uv)xuv a pro
kaºdý vrchol u máme podmínku

∑
i|ui∈E xui = 2.�

Funguje °e²ení Josefa K.? Pokud ano, zd·vodn¥te, pokud ne, zd·vodn¥te a je²t¥ vymyslete lep²í.

P°íklad druhý M¥jme mnohost¥n P = {x ∈ R|x ≥ 1&x ≤ 2}. P°eve¤te zápis jeho dvou
nerovnicových podmínek do rovnicového tvaru a nakreslete mnohost¥n z rovnicového tvaru (jeho
prostoru vzroste dimenze).

P°íklad t°etí Dokaºte následující ekvivalenci:

Mnoºina n + 1 vektor· v0, v1, v2, v3, . . . , vn v Rd je a�nn¥ nezávislá práv¥ tehdy, kdyº mnoºina n
vektor· v1 − v0, v2 − v0, v3 − v0, . . . , vn − v0 je lineárn¥ nezávislá.

P°íklad £tvrtý Alenka a Bob hrají hru. Alenka si vymyslí lineární nerovnost N v R3, ale
ne°ekne ji Bobovi. Bobovi jen °ekne t°i r·zné body b1, b2, b3 v R3, které tuto nerovnost spl¬ují. Bob
nyní musí °íkat dal²í body b4, b5, b6 . . ., které také nerovnost spl¬ují, a to do té doby, neº to Alenku
neomrzí a nep·jdou spolu skákat panáka.

Pora¤te Bobovi, jak má hrát, aby vyhrál.

P°íklad pátý

1. Mohou se dv¥ 2D roviny protínat v jednom bod¥, pokud jsme v R4?
2. Na rozmy²lenou. Mohou se dva 3D prostory (prostory dimenze 3) protínat v R5 v jednom bod¥?

P°íklad ²estý

1. Dokaºte, ºe kaºdý a�nní prostor jde vyjád°it jako pr·nik kone£n¥ mnoha (a�nních) nadrovin.
2. Dokaºte, ºe kaºdou a�nní nadrovinu lze vyjád°it jako mnoºina °e²ení soustavy {x|cTx = b}.

Nápov¥da: Kdykoli uvaºujete o a�nním prostoru, zkuste si jej posunout pomocí vektoru −v zpátky
do po£átku a dále uvaºujte jen p°idruºený lineární prostor L.

P°íklad sedmý (Hlavní chod cvi£ení!) Dokaºte následující ekvivalenci, která dává snadný
algebraický popis a�nních prostor·:

Mnoºina F ⊆ Rd je a�nní podprostor, práve kdyº F = {x ∈ Rd|Ax = b} 6= ∅ pro n¥jakou matici
A ∈ Rd×d a n¥jaký vektor b ∈ Rd.

P°íklad osmý Uº víme, ºe mnoºina K je konvexní, pokud do mnoºiny pat°í v²echny
úse£ky s dv¥ma konci v K. Dokaºte podobný popis pro a�nitu:

Mnoºina A je a�nní podprostor Rd práv¥ tehdy, kdyº pro kaºdé dva body a, b ∈ A platí, ºe p°ímka
ur£ená body a, b je celá obsaºena v A.


