PRIKLADY Z MATROIDU

namisto ti¢asti na cviceni

Pokud nemaéte aktivni ti¢ast na cvi¢enich (rozuméjte: nikdy jste na ném nebyli), vyfeste prosim
vSechny priklady a poSlete mi emailem jejich feSeni ve formatu PDF. Pokud budete mit dotazy k
zadani, nebojte se napsat. Prestoze se kazdy ptiklad dnes d& dohledat na internetu, prosim vas, aby
feSeni byla primarné z vasi hlavy.

Priklady jsou vybrané z cvi¢eni a miize byt uzitecné se podivat i na ostatni piiklady z daného cviceni.

PRIKLAD PRVNI Mejme matroid M. Zname take uzaver mnoziny, tak si muzeme snadno
definovat uzavrene a otevrene mnoziny: mnozina je uzavrena, pokud cl(X) = X, a mnozina je
otevrena, pokud jeji doplnek je uzavreny. Otazka zni: dostali jsme takto topologii? Dokazte nebo
vyvratte.

Axiomy topologie:
1. 0, E (cela nosna mnozina) jsou otevrene.

2. Sjednoceni libovolneho poctu otevrenych mnozin je otevrena mnozina.
3. Prunik konecne mnoha otevrenych mnozin je otevrena mnozina.

PRIKLAD DRUHY Mé&jme dva matroidy M;, My na disjunktnich nosnych mnozinach. Defin-
ujme si direktni soucet My s My takto: Z(My & Ms) = {1, U |, € Z(M,), I, € Z(M>)}.

Dokazte, ze direktni soucet je znovu matroid.

Je direktni soucet dvou matroidia na nedisjunktnich nosnych mnozinach stale matroid?
Popiste kruznice, baze matroidu M; & M.

Popiste, jak vypada direktni soucet dvou grafii, dvou vektorovych matroid.

(Nas cil.) Jak vypada dual (M; & Ms)*? Da se popsat pomoci M, Mj?

PRIKLAD TRETI

e Nejprve rozcvicka: jaka je nutna a postacujici podminka pro hranu e v matroidu M, aby platilo
Mje=M\e?
e Dokazte, ze pokud {f, g, e} je jak kruznice, tak kokruznice v M, tak plati M/f\g= M/g\ f.

PRIKLAD CTVRTY  Uvazme matici Ry o deseti sloupcich, zapsanou nize:
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00111
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Zodpovezte nasledujici otazky:

Jaky je dual matroidu Rio?

Je matroid Ry, grafovy?

Je determinant kazde ctvercove submatice roven {—1,0,1}?

Da se prava 5 x 5 cast matice Rjg doplnit minusky tak, aby uz predchozi bod platil?

PRIKLAD PATY Prostor cyklu V, je vektorovy prostor v ZJ* takovy, ze obsahuje kazdy sudy
podgraf, cili podgraf se vsemi sudymi stupni. Da se snadno nahlednout, ze baze tohoto prostoru je
mnozina kruznic. Prostor rezu je pak vektorovy prostor ortogonalni na V., rovnez nad Z3".

Pojdme si tedy dokazat, ze to v matroidech opravdu sedi:



Necht A = [I,|D] je binarni matroid (resp. nejaka jeho reprezentace) ranku r s nosnou mnozinou
velikosti m. Zadefinujme prostor kruznic Ve matroidu A jako vektorovy prostor nad Z3* takovy, ze
jeho baze je mnozina kruznic A. Dokazte, ze prostor kokruznic A je prostor ortogonalni k V¢ a je
dimenze 7.

PRIKLAD SESTY Dokazte, 7ze algoritmickd verze MATROID INTERSECTION pro 3 matroidy
najednou je NP-tézky problém.

PRIKLAD SEDMY Z prednasky zname velkou vétu ,,Matroid intersection theorem®, takze vas
mozné napadlo, jestli existuje ,,Matroid union theorem®. Opravdu existuje a jeho formulace hovoii o
matroidu, ktery jsme vidéli jiz v pfedchozich cvicenich, a to je nedisjunktni sjednoceni dvou matroidii.
Dokazte tedy nasledujici vétu:

Meéjme My, = (E1,Zy) a My = (Ey,Zy) matroidy (Ey N Ey miZe byt neprdzdny). Vytvorme M =
(Ey U By, {1 U LI, € 4,1, € I,}). Pak M je matroid a jeho rankovd funkce pro U C Ey U Ey lze
spocitat jako:



