5. CVICENI Z MATROIDU

Matroid intersection

PRIKLAD PRVNI Jako rozcvicku dokazte Koénigovu vétu pomoci ML.IT. Konigova véta je
toto:

Velikost maximdlniho pdrovdani v souvislém bipartitnim grafu G je rovna velikosti minimdlniho vr-
cholového pokryti v G.

Napovéda: Zacnéte tim, ze popiSete maximalni parovani jako prinik dvou matroidi.

PRIKLAD DRUHY Dokazte, 7e algoritmické verze MATROID INTERSECTION pro 3 matroidy
najednou je NP-tézky problém.

Napoveéda: Dokazte to redukei pies problém ORIENTOVANA s, t--HAMILTONOVSKA CESTA, ¢ili Ham.
cesta v grafu G s predepsanymi vrcholy s,t jako zacatek a konec. Jeden matroid by mohl popisovat
neorientovanou verzi grafu G.

PRIKLAD TRETI Dokazte vétu o duhové kostfe:

Meéjme graf G a néjaké libovolné hranové obarveni ¢ : E — {1,2,... k}. Graf G obsahuje duhovou
kostru prdavé tehdy, kdyz pro kaZdou podmnozZinu E' C E, kterd obsahuje nejvyjse t — 1 barev, plati, Ze
G\ E' md nanejvys t komponent.

PRIKLAD CTVRTY  Herni intermezzo: Méjme Maker /Breaker hru na grafu G: Hra¢ B zacina
smazanim jedné hrany e z G, a hra¢ M poté vybere jednu hranu f € G — e, kterou zapeceti (uz
neptijde smazat). Dale se hraje na G — e — f, dokud jsou hrany. Hra¢ M vyhrava, pokud mnozina
zapeceténych hran v libovolnou chvili tvoii kostru G, a hra¢ B vyhrava, pokud se tak nestane.
Dokazte, ze hra¢ M ma vitéznou strategii pravé tehdy, kdyz G obsahuje dvé hranoveé-disjunktni
kostry.

PRIKLAD PATY 7 prednésky zname velkou vétu ,,Matroid intersection theorem*, takze vés
mozné napadlo, jestli existuje ,,Matroid union theorem®. Opravdu existuje a jeho formulace hovoii o
matroidu, ktery jsme vidéli jiz v pfedchozich cvicenich, a to je nedisjunktni sjednoceni dvou matroidii.
Dokazte tedy nasledujici vétu:

Meéjme My = (E1,Zy) a My = (Ey,Zy) matroidy (Ey N Ey miZe byt neprdzdny). Vytvorme M =
(Ey U Ey, {lL U L|L € Zy,I; € I,}. Pak M je matroid a jeho rankovd funkce pro U C E; U Ey lze
spocitat jako:

r(U) = %‘EE“U \T|4+ri(TNE)+r(TNEsy)).

Napovéda:
1. Pokud zvolime néjaké U, mizeme zvolit M,, M, pro M.L.T. v zavislosti na U — nemusime je

volit stejné pro vsechny volby U.
2. Jeden z matroidi, na které budeme chtit pouzit M.I.T., bude M;|U & Ms|U.



