2. CVICENI Z MATROIDU

rankové funkce, dualita

PRIKLAD PRVNI Dokazte nésledujici ekvivalenci: Funkce f : 2¥ — R je submodulérni, pravé
kdyz je submodulérni pro rozsifeni dvéma elementy, ¢ili

VX CE x,m0¢ X f(X 4+ 21) + f(X +22) > f(XU{x1,22}) + f(X)

PRIKLAD DRUHY U kazdé z nasledujicich funkci rozhodnéte, je-li submodularni, a pokud ano,
je-li i monoténni (pak definuje matroid).

e Mgjme graf G = (V, E). Funkece f; : 2 — Ny poéita pro kazdou podmnozinu S C V velikost
fezu indukovaného S, ¢ili f1(S) = |[{uv € E,u € S,v ¢ S}|.

e Funkce f5 : 28 — R je libovolna funkce splitujici V.S, T C E : f(S)+ f(T) > F(SUT).

e Mé&jme matroid M = (E,Z) s rankovou funkei r, a navic jesté prirozené ¢islo k, k < r(M).
Funkce f3 : 28 — Ny je pak f3(X) = min{k,r(X)}.

PRIKLAD TRETI 7 duality jsme ziskali nékolik novych objektt v matroidu, mozna nejzaji-
mavéjsim je kokruznice. Pro pfesnost, D je kokruznice v M, pravé kdyz D je kruznici v M*. Dokazme
si néco o nich:
e Nejprve naleznéte (podobné jako pro uzavér a nadrovinu) popis kokruznice D v grafu pomoci
grafovych pojmi.
e Dokazte také toto lemma: D je kokruznice < E \ D je nadrovina.

PRIKLAD CTVRTY  Dokazte jednoduché, ale piekvapivé uzitetné lemma, se kterym se jesté
setkdme na prednasce:

Pro kazdy matroid, kazdou kruznici C' a kokruznici D plati, ze |C' N D| # 1.

PRIKLAD PATY
e Naleznéte matroidovy dual ke Ky, Ko 3.

e (Zdanlivé nematroidova uloha.) Mé&jme souvisly, rovinny graf G = (V, E) s kostrou velikosti .
Jak velika je kostra rovinného dualu G*?

PRIKLAD SESTY Mé&jme dva matroidy M;, My na disjunktnich nosnych mnozinach. Defin-
ujme si direktni soucet My s My takto: Z(My & My) = {1, U IL|I, € Z(M,), I, € T(M>)}.

e Dokazte, ze direktni soucet je znovu matroid.

Je direktni soucet dvou matroidi na nedisjunktnich nosnych mnozinéch stale matroid?
Popiste kruznice, baze matroidu M; & M.

Popiste, jak vypadé direktni soucet dvou grafii, dvou vektorovych matroidu.

(N&s cil.) Jak vypada dual (M; @ My)*? D4 se popsat pomoci My, M7



