12. CVICENI Z KG 2, PONDELI 22.5.

Extremalni kombinatorika

1. Necht A je systém podmnozin mnoziny [n] := {1,...,n}, ve kterém se kazdé
dvé podmnoziny protinaji. Naleznéte optimélni dolni a horni odhady na velikost A.
(Hint: zkuste nejprve zkonstruovat co nejvétsi A takoveé, ze kazdé dvé podmnoziny se
protinaji.)

2. Dokazte, ze misto podmnoZin velikosti & v Erdds-Ko-Rado miZeme uvaZovat
nezavislé podmnoziny velikosti maximalné k. Neboli dokazte néasledujici:

Jestlize n > 2k, pak protinajici se systém podmnozin [n] velikosti maximalné k

. v w2 . . - .o, . . o -1
takovych, ze zadna neni podmnozinou jiné, ma velikost maximalné (2_1).

3. Ukazte, ze jestlize G je graf s n vrcholy, Ky € G a v je vrchol G stupné 3, pak G
ma minor s n — 1 vrcholy a alespon |E(G)| — 2 hranami.

S pomoci tohoto tvrzeni dokazte, Ze jestlize G je graf s n > 4 vrcholy a alespon 2n — 2
hranami, pak K4 <,, G.

4. Necht ex(H,n) = max{|E(G)| : [V(G)| =n,H € G} je extremalni pocet hran
pro graf n vrcholy neobsahujici H jako podgraf.
Ukazte, ze pro kazdy graf H a pfirozené cisla n; < ny plati
ex(H,ny) - ex(H,no)
(5) (%)
(Hint: Pro graf G s ng vrcholy tz. H G pocitejte dvéma zpusoby pocet dvojic (X e),
kde X C V(@) je mnozina velikosti ny a e € E(G[X])).

ex(H,n)

()

Vyvodte, ze limita lim,, . vzdy existuje.



