9. CVICENI Z KG 2, PONDELI] 17.4.

Chordélni grafy a grafové polynomy

Definice. Perfektni elimina¢ni schéma (PES) grafu G je uspordddni vrcholi vy, . . .,
vy, takové, Ze ¥i € [n] : N(v;) N{vy,...,v;i1} je klika v G (kde N(v) je mnoZina
sousedi v ).

1. Dokazte, ze graf G je chorddlni prdve, kdyZ md PES.

2. Rozmyslete si, ze choddlni grafy jsou perfekini (ale ne naopak). Hint: najdéte
dolni odhad na klikovost w a horni odhad na barevnost y.

3. Ukazte, Ze chordalni graf na n vrcholech ma nejvys n maximalnich klik, tedy klik,
do kterych nelze pridat dalsi vrchol, aby zustaly klikou. (Rozmyslete si, Ze nechordalni
graf muze mit obecné az exponencialné mnoho maximéalnich klik.)



Tuttedv polynom

Pro graf G = (V, F) a podmnozinu hran F' C F definujeme:
e k(V, F) = pocet komponent grafu (V, F)
o Rank r(V, F) = |V|—k(V, F) = pocet hran libovolné kostry grafu (V, F') (kostra,
v souvislém ¢ nesouvislém grafu je maximalni acyklicky podgraf).
e Nulita n(V,F) = |F| — r(V,F) = pocet hran mimo libovolnou kostru grafu
(V. F).

Definice. Tutteuv polynom grafu G = (V, E) je

To(e.y) =Y (v =170 (y — 1",
FCE
Véta (rekurentni vzorec pro Tutteiv polynom).
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1 jestlize E(G) =)
T — | vTg_e =x-Tg) jestlize e € E(G) je most
¢ Ylg—.=y-Tg jestlize e € E(G) je smycka
)

\TG_e +T/e jestlize e € E(G) neni most ani smycka

4. UkaZte, Ze pro souvisly graf G plati:

a) Te(2,2) = 21F(@)

b) Ta(1,2) = pocet souvislych podgrafit G s mnoZinou vrchola V(G)
¢) Ta(2,1) = pocet acyklickych podgrafit G s mnozinou vrchola V(G)

5. Mgjme multigraf G, podmnozinu jeho hran F' C F(G) a matici incidence Ag pro
hrany v F'. Ukazte:

a) r(F) = rank(Ap) nad Z

b) n(F) = dim Ker(Ar) nad Z,

6. Necht 7mg(c) je chromaticky polynom (tedy pro prirozené ¢ jde o pocet dobrych
c-obarveni G = (V, F)). Dokazte, Ze

ma(c) = (=1)""F VB Th(1 = ¢, 0)

Hint: Rovnost lze dokézat dvéma zpiisoby: pres rekurentni vzorce pro Tg a mg(c) nebo
pres princip inkluze a exkluze (pro dikaz pres inkluzi a exkluzi se zaméite na pripady,
kdy G ma smycku a kdy ji nema).



