3. CVICENI Z KG 2, PONDELI 27.2. 14:00

Tutte, Berge a Petersen o perfektnich parovanich

Theorem 1 (Tutte). Graf G md perfektni pdarovini prdave tehdy, kdyz pro kaZdou
A C V(Q) je pocet lichgch komponent v G\ A mensi nebo roven |A|.

Dokonce obecnéji plati, ze velikost nejvétsiho parovani v libovolném grafu G je rovna

[V(G)| — maxycy(g)(odd(G\ A) — |A]) )
2

kde odd(G \ A) je pocet lichych komponent v G'\ A. (Toto zobecnéni vymyslel Berge.)

Theorem 2 (Petersen). Kazdy kubicky (tedy 3-reguldrni) graf bez mosti md perfektni
PATOVAN.

1. Lemma o tresnicce. Dokazte, Ze kazdy souvisly graf, ktery neni tplny, obsahuje
indukovanou cestu na tfech vrcholech, tedy indukovany podgraf K o.

2. Liché lemma. Necht G je graf, kde kaZdy vrchol ma lichy stupeii. UkaZte, Ze pak
pro libovolnou mnozinu A C V(@) liché velikosti plati, 7ze mezi A a V(G) \ A vede
lichy pocet hran.

3. Zeslabeni podminek u Petersena. Najdéte graf bez perfektniho parovéani, ktery

a) je 3-regularni a souvisly (ale ne 2-souvisly)
b) je 2-souvisly a ma vSechny stupné > 3

4. Petersen pomoci Tutta. DokaZte Petersenovu vétu ovéfenim Tutteovy podminky
za pomoci lichého lemmatu.

(Bonus: Pro jakou nejmensi volbu s v zavislosti na d plati, ze kazdy d-regularni a
hranové s-souvisly graf mé perfektni parovani?)



5. Bonus pro ndrocné: Vzorec pro velikost nejuétsiho pdrovdni. Dokazte vzorec ([1)).
Jedna nerovnost by méla byt snadna, druha vyzaduje nékolik krokii:

e Nejprve Sikovné definujeme mnozinu A a poté najdeme parovani velikosti <|V(G) |—

0dd (G \ A) +4]) /2.
e Zvolme tedy A C V(G) takové, ze odd(G\ A) —|A| je co nejvétsi a mezi takovymi
mnozinami A vybereme tu, kterd méa nejvetsi velikost |A|. (Casto pouzijeme spor
s volbou A.)
e Pro toto A je potieba dokazat:
a) Kazda komponenta G\ A je licha.
b) Pro kazdou komponentu C' grafu G \ A a kazdy vrchol v € V(C) plati, ze
G — v m4 perfektni parovani. (Hint: pouzijte indukei)
c¢) Lze sparovat vrcholy z A s komponentami G\ A. (Pfesnéji: v bipartitnim grafu
s jednou partitou A a druhou partitou tvofenou komponentami G \ A existuje
parovani pokryvajici A.)
d) Ukazte, Ze tyto vlastnosti staci, abychom nasli parovani velikosti (|V(G)| —

odd(G\ A) + |A\)/2.



