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1 Farkasovo lemma

Véta 1 (Farkasovo lemma). Systém Ax = b md nezdporné teSeni <= neezistuje y t.2.

Aly > 0
by < O}(*)

Diikaz. (alternativni) Geometricky:

C ={Azx | x >0} ...kuZel generovany sloupci A

Ax = b méa nezaporné feSeni < b € C

y splitujici () f¥ika: nadrovina kolma k y (t.j. {z | 27y = 0}) oddéluje b a C. O

Véta 2. Necht Ax < b md reSeni. Pak kaZdé teseni Ax < b spliuje c'x < § prdvé kdyz
ezistuje y > 0 takové, e ATy =c a by < 6.

Dikaz.
"« ...y déava koeficienty, kterymi nasobime nerovnice Ax < b, dostaneme c’x < b’y < §
”=" ... neexistuje y = najdu Fefeni Ax < b nesplitujici ¢’ x < &

Neexistujey >0a A > 0:

ATy = ¢
My+A = 6

== N

Podle Farkasova lematu existuje z, u: Az +bp >0, 1> 0c’z+dp < 0

o >0
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z (i) a (ii) vyplyva: Ax <b
Pro M > 0 dostavame ¢’x = ¢ - xg — McT -z — 0
(pro libovolné § vzdy najdu dostateéné velké M) O

2 Dualita

Oznacme si specialni pfipady tloh LP (a tlohy k nim dudlni):

maximalizuj ¢’x minimalizuj bly
(P) pro xeR" (D) pro y>0
za podminek Ax <b za podminek ATy =c¢
maximalizuj ¢’x minimalizuj bly
(P) pro x>0 (D) pro y>0
za podminek Ax <b za podminek ATy > ¢

Véta 3 (o dualité). Pro (P) a (D) [(P)a(D)] plati jedna z moznosti:
(1) (P) i (D) jsou nepfipustné

(2) Jedna je neomezend, druhd nepfipustnd

(3) Ezistuji optima x* a y* 4loh (P) a (D) sphiujici ¢’ x* = bTy*

Diikaz. Necht (P) ma feseni, § = sup{c’x | Ax < b,x € R"}

Slab4 véta o dualité: 6 < bTy pro kazdé piipustné feseni (D)

Pokud § < 0o, tak podle Véty 2. existujey > 0: ATy =¢, bly <6

Takze y je optimalni feseni (D). O

Priklad 1. kdy pfipad (1) mtze nastat:

maximalizuj x2 + x3 minimalizuj —y; — y2
za podminek r < -1 dualita za podminek  y; —y2 > 0
—r; < -1 yo=> 1
To —x3 < 0 -5 > 1

Véta 4 (o komplementarité). Necht x a 'y jsou pripustnd teseni (P) a (D). Pak jsou obé
optimdlni prave kdyz:
(x) (Vj € {1,...,m})(y; =0V aPz = b)) (a9 je j-ty Fddek a)
Necht x a'y jsou pripustné feseni (P) a (D).
Pak jsou obé optimdlni <= plati (*) a (**)
(%) (Vi € {1, e ,n})(:cz =0V Z;ﬂzl QY5 = Cj)

Dikaz. Pro (P) a (D):

y'b—cTx =y (b—Ax) = dio1yj- (b= aWx) >0 ...rovnost nastavd <= plati ()
Pro (P) a (D):

y'b—c'x=y"b —yTAx +yT'Ax —c'x =y" - (b — Ax) + (y'A —c”) -x >0 ...r0ovnost
nastavd <= plati (x) a (*x). O



3 Totalni unimodularita

Definice 5. Matice A je totalné unimodularni (TU) <= V ¢tvercova podmatice ma deter-
minant rovny 0, 1, nebo -1.

Véta 6. Necht A md v kazdém sloupci < 2 nenulovd ¢isla, ne obé 1 nebo -1. Pak je TU.
Dikaz. Byl na minulych prednaskach. O

Véta 7. Necht A md v kaZdém sloupci < 2 nenuly. Pak je TU <= lze vyndsobenim
nékterych radki -1 dostat tvar z min. véty.

Drikaz. Necht B je minimalni podmatice A, kterd nespliiuje
TODO.

Priklad 2. Matice incidence orientovanych graf jsou TU.
Matice incidence neorientovanych graf jsou TU <= graf je bipartitni.



