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Dualita linearniho programovani

Ziskame duélni proménné y; pro kazdou primarni podminku A;. (i-ty fadek A):

n
y; € R pro Zaijacj =b;
j=1

n
yi >0 pro g a;;r; < b;
j=1
Duaélni podminka pro kaZdou primarni proménnou x;:

m

Z @45Yi = €j  pro

=1

ijR

m
Z ai;yi > ¢j pro z; > 0,pokud primarni maximalizuje
i=1
m
Z a;;y; < c¢j pro x; > 0,pokud primérni minimalizuje
i=1

Uéelova, funkce
c . T
pokud priméarni je max ¢’ x

m
min Z biy;
=1

m
max E biy; pokud primérni je min ¢’z
=1

Pozorovani 1. Dudlni LP k dudlnimu LP je puvodni LP.

Priiklad 1. Specialni pfipady pro a € R™*" ¢ € R", b € R™:

max clz min by
(P) seR" (D) y>0
Ax <b ATy =¢
max clz min by
P) >0 (D) y=>0
Az <b ATy > ¢

Véta 2 (slabd o dualité). Necht x a y jsou pripustnd teseni (P) a (D) pak ¢’z < bTy.




Dikaz.

yT Az <yTb 2 (P),y >0

ylar =c'z 2z (D)

O
Véta 3 (o dualité). Pro tlohy (P) a (D) nebo (P) a (D) nastdvd jedna z moznosti:
e ani (P) ani (D) nema pripustné resent,
e jedna z nich je neomezend a druhd neptipustnd,
e (P), (D) maji pripustné reseni pak existuji optimdlni veseni x* ay* a plati: T x* = bl y*.

Pozn: soustava rovnic Az = b md 7eseni < ATy a bTy < 0 nemd resend.

2 Farkasovo lemma

Lemma 4 (Fourier-Motzkinova eliminace). Pro soustavu nerovnic Ax < b, kde x € R", lze
ziskat soustavu AT < b, kde T € R"™1 esi soustavu AT < b prdvé tehdy, Tesi-li x soustavu
Az <b. Navic z; =z; proi € {1,...,n— 1}.

Diikaz. VytvoFime si pomocnou soustavu Az < b tak, ze A;. = A;. /|ain| & b; = b; /|a@in|, pokud
|lain| # 0. BUNO jsou fadky matice sefazeny dle znaménka v poslednim sloupci. Pomocna
soustava (*) pak vypadé

~] ~ 7 . /
ar +x, <b; i=1,....,m
~~ T . ! "
alr — x, < b; i=14+m',...,m
~q ~ 7 . 17
a'T < b; 1=14+m",...,m,

kde @' znaéi i-t§ fadek matice A bez posledniho sloupce.

Kombinaci fadkii pomocné soustavy vytvofime eliminovanou soustavu (**)
(@ 4 a')i < b; + bj i=1,....m j=14+m/,....m"
a'z < by i=1+m",...,m

Ukézeme, Ze ¥ Tesi eliminovanou soustavu (**) < z fesi pomocnou (tedy i puvodni)
soustavu (*).

7 «<": snadno, vynechdme posledni slozku =x.

7 j”,

Bud 7 feseni (**), pak zvolme z,, = minjeqy, /}(b — a'%). Prvni skupina nerovnic plati,
nebot z, < b; — a'F. Zarovenn Ji € {1,. ! } b; — ‘%, tuto nerovnost miZeme
Vi € {m' +1,...,m"} odecist od (a’ + a])a: < b + bj, a tedy mame platnost feseni i pro
druhou skupinu nerovnic. Tteti skupina plati trividlné. ]

Véta 5 (Farkasovo lemma pro nerovnice). Az < b md reSeni [A € R™*" b € R"] < neexistuje
y € R™ tak, e y > 0,ATy =0,0"y <0



Diikaz. =" lehky Jy = odvodime z Ax < b spor.

'« (uzitim Fourier-Motzkinovy eliminace) Az < b nem4 FeSeni = najdeme 3"

Indukci dle n. Pro n = 1 Givahou.

Déle (*) nema feseni = (**) nemd FeSeni = 3y’ pro (**) (z indukéniho predpokladu). Z y
udélame y pro (*)

/
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m
Yi = Z Yijs pro i=1,....m
j=m’'+1
m//
yj:Zygj, pro j=m'+1,...,m"
i=1
/ - "
Yi =Y, pro i=m"+1,....m

O

Véta 6 (Farkasovo lemma pro rovnice). Systém Az = b md nezdporné feseni < ATy >0 a
by < 0 nemd resend

Diikaz. Pouziti Farkasovo lemmatu pro nerovnice.

A b
A/ _ _A e R(2m+n)xn b/ — | —p
-1, 0

Az = b ma nezaporné feSeni & A’z < b ma feSeni &

y >0
B ATy =0s Py
b/TyT <0

ATy >0
'y <0’

kde yi = Y; — Yisp,-



