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1 Dualita lineárního programování

Získáme duální proměnné yi pro každou primární podmínku Ai· (i-tý řádek A):

yi ∈ R pro
n∑

j=1

aijxj = bi

yi ≥ 0 pro
n∑

j=1

aijxj ≤ bi

Duální podmínka pro každou primární proměnnou xj :

m∑
i=1

aijyi = cj pro xj ∈ R

m∑
i=1

aijyi ≥ cj pro xj ≥ 0,pokud primární maximalizuje

m∑
i=1

aijyi ≤ cj pro xj ≥ 0,pokud primární minimalizuje

Účelová funkce

min
m∑
i=1

biyi pokud primární je max cTx

max
m∑
i=1

biyi pokud primární je min cTx

Pozorování 1. Duální LP k duálnímu LP je původní LP.

Příklad 1. Speciální případy pro a ∈ Rm×n, c ∈ Rn, b ∈ Rm:

(P)
max cTx
x ∈ Rn

Ax ≤ b
(D)

min bT y
y ≥ 0

AT y = c

(P̄)
max cTx

x ≥ 0
Ax ≤ b

(D̄)
min bT y

y ≥ 0
AT y ≥ c

Věta 2 (slabá o dualitě). Nechť x a y jsou přípustná řešení (P) a (D) pak cTx ≤ bT y.
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Důkaz.

yTAx ≤ yT b z (P), y ≥ 0

yTax = cTx z (D)

Věta 3 (o dualitě). Pro úlohy (P) a (D) nebo ¯(P ) a ¯(D) nastává jedna z možností:

• ani (P) ani (D) nemá přípustné řešení,

• jedna z nich je neomezená a druhá nepřípustná,

• (P), (D) mají přípustné řešení pak existují optimální řešení x∗ a y∗ a platí: cTx∗ = bT y∗.

Pozn: soustava rovnic Ax = b má řešení ⇔ AT y a bT y < 0 nemá řešení.

2 Farkasovo lemma

Lemma 4 (Fourier-Motzkinova eliminace). Pro soustavu nerovnic Ax ≤ b, kde x ∈ Rn, lze
získat soustavu Āx̄ ≤ b̄, kde x̄ ∈ Rn−1 řeší soustavu Āx̄ ≤ b̄ právě tehdy, řeší-li x soustavu
Ax ≤ b. Navíc xi = x̄i pro i ∈ {1, . . . , n− 1}.

Důkaz. Vytvoříme si pomocnou soustavu Ãx ≤ b̃ tak, že Ãi· = Ai·/|ain| a b̃i = bi/|ain|, pokud
|ain| 6= 0. BÚNO jsou řádky matice seřazeny dle znaménka v posledním sloupci. Pomocná
soustava (*) pak vypadá

ãix̃ + xn ≤ b̃i i = 1, . . . ,m′

ãix̃− xn ≤ b̃i i = 1 + m′, . . . ,m′′

ãix̃ ≤ b̃i i = 1 + m′′, . . . ,m,

kde ãi značí i-tý řádek matice Ã bez posledního sloupce.
Kombinací řádků pomocné soustavy vytvoříme eliminovanou soustavu (**)

(ãi + ãj)x̃ ≤ b̃i + b̃j i = 1, . . . ,m′, j = 1 + m′, . . . ,m′′

ãix̃ ≤ b̃i i = 1 + m′′, . . . ,m

Ukážeme, že x̃ řeší eliminovanou soustavu (**) ⇔ x řeší pomocnou (tedy i původní)
soustavu (*).

”⇐”: snadno, vynecháme poslední složku x.
”⇒”:
Bud x̃ řešení (**), pak zvolme xn = mini∈{1,...,m′}(b̃i− ãix̃). První skupina nerovnic platí,

neboť xn ≤ b̃i − ãix̃. Zároveň ∃i ∈ {1, . . . ,m′} : xn = b̃i − ãix̃, tuto nerovnost můžeme
∀j ∈ {m′ + 1, . . . ,m′′} odečíst od (ãi + ãj)x̃ ≤ b̃i + b̃j , a tedy máme platnost řešení i pro
druhou skupinu nerovnic. Třetí skupina platí triviálně.

Věta 5 (Farkasovo lemma pro nerovnice). Ax ≤ b má řešení [A ∈ Rm×n, b ∈ Rn]⇔ neexistuje
y ∈ Rm tak, že y ≥ 0, AT y = 0, bT y < 0
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Důkaz. ’⇒’ lehký ∃y ⇒ odvodíme z Ax ≤ b spor.
’⇐’ (užitím Fourier-Motzkinovy eliminace) Ax ≤ b nemá řešení ⇒ najdeme y

′′

Indukcí dle n. Pro n = 1 úvahou.
Dále (*) nemá řešení⇒ (**) nemá řešení⇒ ∃y′ pro (**) (z indukčního předpokladu). Z y′

uděláme y pro (*)

yi =
m′′∑

j=m′+1

yij , pro i = 1, . . . ,m′

yj =
m′′∑
i=1

y′ij , pro j = m′ + 1, . . . ,m′′

yi = y′i pro i = m′′ + 1, . . . ,m

Věta 6 (Farkasovo lemma pro rovnice). Systém Ax = b má nezáporné řešení ⇔ AT y ≥ 0 a
bT y < 0 nemá řešení

Důkaz. Použití Farkasovo lemmatu pro nerovnice.

A′ =

 A
−A
−In

 ∈ R(2m+n)×n b′ =

 b
−b
0


Ax = b má nezáporné řešení ⇔ A′x ≤ b′ má řešení ⇔

@y′ :
y′ ≥ 0

A′T y′ = 0
b′T yT < 0

⇔ @y :
AT y ≥ 0
bT y < 0

,

kde yi = y′i − y′i+m.
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