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Všechny listy podepǐste bud’ jménem nebo přezd́ıvkou.
Pokud jste to neudělali u prvńıch úkol̊u, zvolte si přezd́ıvku (pro zveřejněńı výsledk̊u na webu)
a řešeńı podepǐste alespoň na jednom listě jak jménem tak přezd́ıvkou.
Všechny úlohy jsou za 2 body, pro zápočet je potřeba polovina bod̊u.
Úloha s hvězdičkou je bonusová nav́ıc, nepoč́ıtá se do základu pro zápočet.

(1) Necht’ GF (p) je konečné těleso poč́ıtáńı modulo prvoč́ıslo p > n. Pro a ∈ GF (p)
definujme funkci ha : GF (p) → {0, . . . , n − 1} předpisem ha(x) = (ax mod p) mod n. Necht’

H = {ha | a ∈ GF (p) \ {0}}. Dokažte, že H splňuje pro všechna x, y ∈ GF (p), x 6= y, že
Prh∈H [h(x) = h(y)] ≤ 2/n; tedy H je v určitém smyslu téměř 2-univerzálńı (pravděpodobnost
je dvakrát větš́ı).

(2) Necht’ graf G má maximálńı stupeň ∆. Hladový algoritmus ho obarv́ı ∆ + 1 barvami,
ale neńı zjevné, jak ho paralelizovat. Navrhněte rychlý paralelńı (pravděpodobnostńı či deter-
ministický) algoritmus, který najde korektńı obarveńı ∆ + 1 barvami.

(3) Navrhněte efektivńı pravděpodobnostńı algoritmus pro poč́ıtáńı hodnosti matice poly-
nomů (jako je Edmondsova nebo Tutteho matice). Dokažte jeho správnost a odhadněte jeho
složitost (algoritmus pro determinant můžete použ́ıt bez analýzy).

(4) Dokažte, že hodnost Edmondsovy matice bipartitńıho grafu je rovna velikosti největš́ıho
párováńı.

Edmondsova matice bipartitńıho grafu G = (U, V,E) na vrcholech U = {u1, . . . , un} a
V = {v1, . . . , vn} je matice polynomů B rozměru n× n definována předpisem

Bij =

{
xij pro (ui, vj) ∈ E

0 jinak.

(4*) Dokažte, že hodnost Tutteho matice obecného grafu je rovna dvojnásobku velikosti
největš́ıho párováńı. Pokud se to nepodař́ı, dokažte aspoň verzi pro perfektńı párováńı.

Tutteho matice grafu G = (V,E) na n vrcholech V = {v1, . . . , vn} je matice polynomů B
rozměru n× n definována předpisem

Bij =


xij pro (vi, vj) ∈ E a i < j

−xij pro (vi, vj) ∈ E a i > j

0 jinak.

Nápověda:
Pozor, ne každá čtvercová podmatice Tutteho matice odpov́ıdá podgrafu G. Pro antisymet-
rickou matici A a r-prvkové množiny index̊u S a T plat́ı rovnost

det(ASS) · det(ATT ) = det(AST ) · det(ATS),

kde AST je čtvercová podmatice daná řádky S a sloupci T . (Proč?)


