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Vsechny listy podepiste bud jménem nebo piezdivkou.

Pokud jste to neudélali u prvnich tkolu, zvolte si prezdivku (pro zvefejnéni vysledku na webu)
a feSeni podepiste alespon na jednom listé jak jménem tak prezdivkou.

Vsechny tlohy jsou za 2 body, pro zapocet je potieba polovina bodu.

Uloha s hvézdickou je bonusova navic, nepocita se do zakladu pro zapocet.

(1) Necht GF(p) je konetné téleso pocitdni modulo prvocislo p > n. Pro a € GF(p)
definujme funkei h, : GF(p) — {0,...,n — 1} piedpisem h,(z) = (ax mod p) mod n. Necht
H = {hy, | a € GF(p) \ {0}}. Dokazte, ze H spliuje pro vSechna z,y € GF(p), v # vy, ze
Pricplh(x) = h(y)] < 2/n; tedy H je v ur¢itém smyslu téméf 2-univerzalni (pravdépodobnost
je dvakrat vetsi).

(2) Nechf graf G m4 maximdln{ stupenn A. Hladovy algoritmus ho obarvi A + 1 barvami,
ale neni zjevné, jak ho paralelizovat. Navrhnéte rychly paralelni (pravdépodobnostni & deter-
ministicky) algoritmus, ktery najde korektni obarveni A + 1 barvami.

(3) Navrhnéte efektivni pravdépodobnostni algoritmus pro pocitdni hodnosti matice poly-
nomu (jako je Edmondsova nebo Tutteho matice). Dokazte jeho spravnost a odhadnéte jeho
slozitost (algoritmus pro determinant muzete pouzit bez analyzy).

(4) Dokazte, ze hodnost Edmondsovy matice bipartitniho grafu je rovna velikosti nejvétsiho
parovani.
Edmondsova matice bipartitniho grafu G = (U,V, E) na vrcholech U = {uy,...,u,} a

V ={v1,...,v,} je matice polynomu B rozméru n x n definovdna predpisem
B )% Pro (ui,vj) € B
Y710 jinak.

(4*) Dokazte, ze hodnost Tutteho matice obecného grafu je rovna dvojndsobku velikosti
nejvétsiho parovani. Pokud se to nepodaii, dokazte aspon verzi pro perfektni parovani.

Tutteho matice grafu G = (V, E) na n vrcholech V' = {v1,...,v,} je matice polynomu B
rozméru n X n definovana predpisem

zi;  pro (vi,vj) € Eai<j
Bjj =4 —xj; pro (v,vj) € Eai>j
0 jinak.
Napovéda:

Pozor, ne kazdé ¢tvercova podmatice Tutteho matice odpovidd podgrafu G. Pro antisymet-
rickou matici A a r-prvkové mnoziny indext S a T plati rovnost

det(A%%) - det(ATT) = det(A°T) - det(AT),

kde AST je ¢tvercové podmatice dana fadky S a sloupci T. (Proc?)



