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1 Uvod

V této pfednésce se budeme zabyvat dvéma modernimi oblastmi teorie algoritmu: algoritmy,
které hledaji nikoli optimélni FeSeni ale pouze dostatecné dobré feSeni, a algoritmy, které
pouzivaji ndhodnost.

1.1 Tézké tlohy a pristupy k jejich reseni

Ze zdkladnich prednédsek zndme klasifikaci tdloh na fteSitelné v polynomidlnim case — ty
povazujeme za efektivné fesitelné — a N P-tézké — ty povazujeme za tézké.

Mezi polynomidlné feSitelné 1lohy patii z kombinatorickych problému hledani nejkratsi
cesty, hleddni minimélni kostry grafu, hleddni minimélnich fezu, toky v siti, parovéani v grafech
a dalsi, ale také linedrni programovani nebo feSeni soustav linearnich rovnic.

Mezi N P-tézké problémy patii splnitelnost a jeji varianty, problém batohu a fada dalSich
tloh s délenim vézenych objektu do skupin (rozvrhovéni, bin packing), a opét fada kombi-
natorickych problému: barevnost grafu a hledani nezdvislé mnoziny, Hamiltonovské cesta a
problém obchodniho cestujictho, hledani maximélniho fezu, mozinové pokryti atd.

Tato klasifikace je dulezitd, i kdyz samoziejmé nepostihuje v8echny praktické aspekty.
Nékteré polynomidlni algoritmy jsou pomérné slozité, napt. pro toky nebo parovani, jiné
nejsou uplné uspokojivé z jinych duvodu, napt. algoritmy pro linedrni programovéani jsou poly-
nomialni pouze v bitové velikosti vstupu. Naopak nékteré IV P-tézké problémy jsou v praxi do-
cela dobie fesitelné, napiiklad problém obchodniho cestujiciho, problém batohu nebo nékteré
varianty rozvrhovani.

Rada obtiznych kombinatorickych tloh oviem patif mezi ty, které chceme v praxi fesit, a
proto se studuje fada pfistupt. Jmenujme nékteré z nich:

e Heuristiky: Studuji se algoritmy, které je obtiZzné teoreticky analyzovat, nefunguji
nutné pro vSechny vstupy, ale v riznych situacich se osvédéuji, coz se prokazuje napf.
testovanim na riznych benchmarkovych datech. Castou variantou jsou algoritmy, které
se snazi chytfe prohledat prostor vSech feSeni, napft. algoritmy branch-and-bound a al-
goritmy lokélniho prohleddvéani. Také sem patii algoritmy zalozené na metodéch umélé
inteligence jako simulované zihani, genetické algoritmy apod.

e Specialni pfipady: Studuji se zajimavé podproblémy, napi. pro grafové problémy
varianty omezené na ruzné tiidy grafi, nebo jinak omezené mnoziny vstupii u jinych
problému. V jistém smyslu sem patii i studium algoritmu pro vstupy z dané ndhodné
distribuce.



e Podrobnéjsi analyza ¢asu béhu algoritmu: V parametrizované slozitosti se studuje
zavislost Casu béhu nejen na velikosti vstupu ale i na hodnoté dalstho parametru ¢i
vice parametri. Je také zajimavé studovat Casovou slozitost algoritmu, které nejsou

~oxs

prohledavéni hrubou silou se slozitosti O(2"), ¢as 20() je velky pokrok proti 20(nlegn)

nebo 20(m?)

e Pfiblizné reseni: U optimalizac¢nich problému, které méii kvalitu Feseni (nejde tedy
o rozhodovaci problémy), se muzeme spokojit s fesenim, které neni optimélni ale zaroven
mame zaruku, ze se jeho kvalita od optima p#ilis nelisi.

V na$i prednésce se budeme zabyvat poslednim uvedenym piistupem. Budou nés zajimat
algoritmy, které funguji pro vSechny vstupy, vzdy daji feSeni, které je skoro optimalni, a
pracuji v polynomidlnim ¢ase. Takovym algoritmum fikdme aproximacni algoritmy.

Budeme se zabyvat nékolika zdkladnimi metodami a piiklady navrhu aproximaénich al-
goritmu. V prvni skupiné pujde o kombinatorické algoritmy zalozené na hladovych algorit-
mech a také na lokdlnim prohleddvani (v piipadech, kdy nejde jen o heuristiku, ale umime
dokézat odhad na kvalitu feseni). Ve druhé skupiné pujde o algoritmy zalozené na linearnim
programovani a ruznych metodach zaokrouhlovani jejich feSeni; v soucasném algoritmickém
vyzkumu se jednd o jednu z nejproduktivnéjsich technik.

1.2 Pouziti nahodnosti v algoritmech

N&ahodnost patii dnes ke standardnim technikdm navrhu algoritmi, ale mé i bohatou histo-
rii. Studium stochastickych jevu a statistické metody patii mezi klasické matematické obory;
pii studiu algoritmu se pak aplikuji napfiklad pii analyze rozsdhlych dat pomoci ndhodného
vybéru vzorku, ¢i naopak pii jiz zminéné analyze algoritmu pii vybéru vstupu z dané distri-
buce. Pravdépodobnost a jeji pouziti je klicové ve von Neumannové teorii (maticovych) her,
kde je nutné uvazovat smiSené, tj. pravdépodobnostni, strategie. V oblasti pocitacovych her
je ndhodnost samoziejma — deterministicka hra by vétsinou prosté nebyla zajimava.

V na$i pfednésce se budeme zabyvat pouzitim ndhodnosti, které dava zarucené vysledky
pro v8echny vstupy, a zaruka bude mit vét§inou podobu odhadu na prumérnou kvalitu feseni
nebo na prumérny ¢as béhu algoritmu. Takovym algoritmtum fikame pravdépodobnostni al-
goritmy.

Pouziti ndhodnosti je z mnoha pohledt atraktivni, ale ma samoziejmé svou cenu. Ziskat
zdroj skute¢né ndhodnosti neni snadné, z praktického hlediska skoro nemozné. Bézné se tedy
nahodnost nahrazuje pseudondhodnymi generatory, které maji problémy jak praktické tak
teoretické. I kdyz pseudondhodny generator projde fadou testu, nemuzeme zarucit, ze bude
pro danou aplikaci fungovat dobfe — a z historie zname fadu piipadua, kdy nastal problém
at uz kvili §patné konstrukci generatoru nebo kvili jeho §patnému pouziti. Z teoretického
hlediska nenf{ situace lepsi: pouzitim generdtoru se z pravdépodobnostniho algoritmu fakticky
stava deterministicky a tim paddem do zna¢né miry ztracime vyhody pouziti ndhodnosti.

V teorii algoritmu je tak ¢astd situace, kdy navrhneme pravdépodobnostni algoritmus, a
pak studujeme, zda v ném pouziti ndhodnosti muzeme omezit a idealné ziskat deterministicky
algoritmus. Tomu fikdme derandomizace.

Pouziti ndhodnosti v teorii algoritmt muzeme rozdélit do ti{ skupin.

o Efektivnéjsi algoritmy. Nejpfirozenéjsim cilem je navrhnout pravdépodobnostni al-
goritmy pro kombinatorické problémy, které budou rychlejsi ¢i jinak méfitelné lepsi



nez deterministické. To mé ovSem zakladni problém: Dokazat, ze dobry deterministicky
algoritmus pro dany problém neexistuje, umime jen ve velmi omezenych piipadech. Re-
alisticky tedy navrhujeme vétsinou pravdépodobnostni algoritmy, které jsou efektivnéjsi
nez vSechny znamé deterministické algoritmy. Nékteré se pozdéji daii derandomizovat,
prikladem muze byt algoritmus na testovani prvociselnosti.

Koncepéni jednoduchost. Casto je hlavni vyhodou pravdépodobnostniho algoritmu
jeho jednoduchost. To je analogické kombinatorickym dikazim pravdépodobnostni me-
todou, kdy ¢asto studium vlastnosti ndhodné vybraného objektu je podstatné snazsi
nez konstrukce objektu s danou vlastonsti. U algoritmt je pak efektivita spise vedlejsim
cilem a cCasto je spiSe srovnatelnd s nejlepsimi deterministickymi algoritmy, ne vyrazné
lepsi. Dobrym ptikladem je Karger-Steintuv algoritmus na hleddni minimalniho fezu.

Situace netesitelné deterministicky. Pokud se vzdalime svétu kombinatorickych
problému, je fada scéndaru, které dokazatelné nemaji deterministické feSeni, jako uz
uvedené maticové hry. V algortimickém svété jsou to napiiklad tyto:

— Kryptografie. Moderni kryptografie s vefejnym klicem se bez nahodnosti neobejde.

— Distribuované protokoly. Bez nahodnosti neni mozné vybrat jeden pocita¢ mezi
mnoha identickymi. Také tfeba sitové protokoly pouZivaji ndhodnost.

— Interaktivni protokoly a dikazy. I mimo oblast kryptografie se studuji rtizné vari-
anty interaktivnich protokolu, které se ¢asto neobejdou bez ndhodnosti. Dobrym
piikladem je PCP véta, ktera iikd, Ze namisto ovéfovani celého dukazu nalezeni
slova do jazyka v NP je mozné pfecist jen konstantné mnoho nahodné zvolenych
bitu dukazu (pro peclivé modifikovany formét dukazu a peclivé zvolené ndhodné
bity).

— Online a streamovaci algoritmy. Algoritmy, které dostavaji vstup a generuji vystup
po ¢astech nebo maji jinak omezeny pristup ke vstupu, mohou diky nahodnosti
zlepsit své vlastnosti.

V na8i predniasce uvedeme piiklady algoritmu z fady oblasti: aproximaéni a paralelni

algoritmy pro kombinatorické problémy, datové struktury, distribuované protokoly. Zminime
i jednu techniku derandomizace.

2 Pravdépodobnost — zakladni pojmy

Definice 2.1. Pravdépodobnostni prostor je trojice (2, X, Pr), kde  je mnozina, jejiz
prvky nazyvéme elementarni jevy, ¥ C 22 je mnozina podmnozin €, jejiz prvky nazyvime
jevy, a Pr: ¥ — [0,1] je funkce nazyvand pravdépodobnost.

Mnozina jevu vzdy obsahuje 2 a je uzaviend na dopliiky a spocetna (a kone¢nd) sjednoceni.
Pravdépodobnost splituje Pr[Q2] = 1 a je aditivni pro spocetné (a konetné) mnoziny po

dvou disjunktnich jevi, tedy pro posloupnost po dvou disjunktnich jeva Fy, Es, ... plati
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Doplitkovy jev k A znacime A = Q\ A.

= ZPT[EZ'] :



Z definice plyne fada dalsich intuitivnich vztahu: Pr[)] = 0, a obecné Pr[A] = 1 —
Pr[A], pro jevy A C B plati Pr[A] < Pr[B] a pro obecnou posloupnost jevi Pr [ ;2 Ei] <
2imy PriE].

I kdyz to definice nevyzaduje, my budeme vzdy pracovat s prostory, které obsahuji vS§echny
elementérni jevy jako jevy, tj. ¥ obsahuje viechny jednoprvkové podmnoziny Q. Casto nebu-
deme rozliSovat jednoprvkovy jev a jemu odpovidajici elementarni jev. Vétsinou je mnozina
jevu ziejmé z kontextu, pak je tfeba specifikovat pouze funkci pravdépodobnosti a mluvime
o pravdépodobnostnim rozdéleni.

My se nejcastéji setkame s diskrétnimi prostory, kde §2 je koneénd nebo spocetna. Pak
> obsahuje vSechny podmnoziny a pravdépodobnost vSech jevu je urc¢ena pravdépodobnosti
vSech elementédrnich jevu.

Nejbéznéjsim piikladem koneéného pravdépodobnostniho prostoru je rovnomérné
rozdéleni na koneéné mnoziné 2, kde Pr[A] = |A|/|?| pro kazdy jev A. Pfiklady jsou hod
kostkou nebo minci (tj. ndhodny bit), ndhodnd podmnozina n-prvkové mnoziny, ndhodna
permutace, ndhodny graf atd. Ma samoziejmé smysl uvazovat i jinad rozdéleni; pokud vsak
rozdéleni nespecifikujeme, mame u koneéné mnoziny vzdy na mysli rovnomérné.

Na spocetné mnoziné rovnomeérné rozdéleni neexistuje. Dulezitym ptikladem je geomet-
rické rozdéleni (piesnéji jeho specidlni pifpad). Pro Q = {1,2,...} definujeme Pr[i] = 27"
Toto rozdéleni popisuje napt. pocet hodi minci, nez poprvé padne hlava.

V klasické teorii pravdépodobnosti se setkdvame predevSsim se spojitymi rozdélenimi
na  C R. Jevy jsou pak nikoliv vSechny podmnoziny R ale jen (napi. lebesgueovsky)
meéritelné mnoziny a pro formalni vybudovani pravdépodobnosti potiebujeme teorii miry.
Pravdépodobnost elementarnich jevu je typicky O.

Spojitd rozdéleni na R se pak popisuji funkei hustoty pravdépodobnosti f: R — [0, +00)
spliujici fj;o f(t)dt = 1, ktera je analogii pravdépodobnosti elementarnich jeviu pro diskrétni
pravdépodobnostni prostory. Pro mnozinu A pak dostdvame Pr[A] = fjoooo xa(t)f(t)dt,
kde x4 je charakteristickd funkce mnoziny A. Pouziva se také distribuéni funkce F(x) =
Pri(=so,a]) = [*_ f(t)dt.

Na nespocetné mnoziné rovnomérné rozdéleni muze existovat, napf. na jednotkovém
intervalu I = [0,1] je ddno funkci hustoty f(z) = xs(z). Obecnéji, rovnomérné rozdéleni
existuje na podmnozinach R, které maji konetnou miru; oproti tomu na celém R nebo na
intervalu [0, +00) rovnomérné rozdéleni neexistuje.

Nahodna proménna X je funkce, ktera kazdému elementarnimu jevu pfifadi hodnotu;
specidlné redlnd ndhodnd proménnd je funkce X : Q — R. (Mluvime-li o jinych nez diskrétnich
pravdépodobnostnich prostorech, je potieba pridat podminku, ze funkce je méritelna — a tedy
také je-li obor hodnot nespocetny, musime na ném mit miru.)

Stfedni hodnota E[X] redlné ndhodné proménné X udava jeji “primeérnou” hodnotu.
Pro diskrétni rozdéleni se definuje jako » .o X(w) - Priw] a pro spojité rozdéleni na R
s hustotou f jako [ j—;o X (t) f(t) dt. Piimo z definice 1ze odvodit dvé dulezité vlastnosti striedni
hodnoty. Pokud X je nezdpornd, plati Pr[X > ¢- E[X]] < 1/t (Markovova nerovnost). Stfedn{
hodnota je linedrni, tj. E[X + Y] = E[X]| + E[Y] pro libovolné ndhodné proménné (a bez
dalsich podminek napf. na nezévislost).

Indikatorova ndhodna proménna X nabyva hodnot 0 a 1; je to vlastné jen jiny pohled
na jev A = {w | X(w) = 1}. Plati E[X] = Pr[A]. Spolu s linearitou stfedni hodnoty jsou
indikdtorové proménné dobrym néstrojem pro odhadovéani po¢tu splnénych jeva v néjakém
systému.



Podminéna pravdépodobnost jevu A za podminky B formalizuje situaci, kdy vime, ze
jev B nastal. Formélné definujeme pro B takové, ze Pr[B] > 0, podminénou pravdépodobnost
takto:

Pr{AN B]
Pr[B]

Pokud {B;}ics je rozklad mnoziny elementarnich jevi na jevy nenulové pravdépodobnosti,
pak plati tzv. tvrzeni o Uiplné pravdépodobnosti:

Pr[A|B] =

Pr[A] = Pr[A|B;]Pr(B].
i€l

Jevy A a B jsou nezavislé, jestlize plati Pr[AN B] = Pr[A]- Pr[B]. To je ekvivalentn{
jak tomu, ze Pr[A|B] = Pr[A], tak tomu, ze Pr[B|A] = Pr[B]. Odpovida to tedy intuitivn{
predstavé, ze pravdépodobnost jednoho z jevu se nezméni, pokud vime, zda druhy jev nastane.

Pro systém vice jevi nestaci pozadovat, ze kazdé dva jsou nezédvislé (obdobné jako linedrni
nezavislost systému vektoru se nedd odvodit z linedrni nezavislosti dvojic vektoru). Jevy
{A;}ier jsou nezavislé, jestlize pro kazdou podmnozinu J C I plati

icJ icJ

Pr

Pokud tato podminka plati jen pro J s nejvyse k prvky, fekneme, ze jevy {4;}ics jsou po k
nezavislé. To je podstatné slabsi vlastnost, nez nezavislost.

Nahodné proménné {X;},c;r na diskrétnim pravdépodobnostnim prostoru jsou
nezavislé, jestlize pro kazdou podmnozinu J C I a kazdé hodnoty y;, ¢ € J plati

Pr(vie J)(X; =) = [ PriXi = vl
icJ

Pokud tato podminka plati jen pro J s nejvyse k prvky, fekneme, ze proménné {X;};cs jsou
po k nezavislé. Pokud pravdépodobnostni prostor neni diskrétni, je potfeba namisto jevi
X; = y; pouzit jevy X; € Y;, kde Y; je libovolnd méfitelnd podmnozina oboru hodnot. Pro
redlné ndhodné proménné staci uvazovat jevy X; < y; pro y; € R.

3 Pravdépodobnostni algoritmy — model a priklady

Obvyklym teoretickym modelem pravdépodobnostnich vypoc¢ta jsou Turingovy stroje s do-
datecnou paskou, ktera obsahuje spo¢etné mnoho nezavislych ndhodnych bitti. Stejné dobfte
muzeme pouzit jiny vypocetni model a pfidat instrukci s ndhodnym vybérem jedné ze
dvou moznosti. Je i mozné pridat instrukci vybéru s jinymi pravdépodobnosti, kterou lze
v predchozich modelech efektivné simulovat.

Kdy povazujeme pravdépodobnostni algoritmus za dobry? Rozhodné by mél byt efektivni.

Pokud pozadujeme, aby pravdépodobnostni algoritmus vzdy bézel v polynomialnim case,
musime piipustit néjakou chybu; takové algoritmy se nékdy nazyvaji Monte Carlo. U rozhodo-
vacich problému typicky piipoustime konstantni pravdépodobnost chyby. Bud oboustranou,
pak pii kazdém vstupu pozadujeme, aby pravdépodobnost spravné odpovédi byla alespon
2/3; tiida takto rozpoznatelnych jazyku se nazyvd BPP. Lepsi je, pokud je chyba jedno-
stranna. Napf. algoritmus vSechny vstupy mimo jazyk vzdy zamitne, ale slova z jazyka pfijme



s pravdépodobnosti alespon 1/2; tato t¥ida se nazyvd RP. (Uvédomme si, ze pokud pro slova
jazyka pozadujeme pouze nenulovou pravdépodobnost piijeti, dostavame tiidu N P.) Piesné
hodnoty konstant jsou tradiéni ale nikoli podstatné, protoze algoritmy muzeme nékolikrat
opakovat a chybu zmensit.

Druha moznost je pozadovat, aby algoritmus vzdy odpovédél spravné. Pak ale musime
oslabit pozadavek na efektivitu: pozadujeme, aby prumérny ¢as béhu byl polynomidlni. Takové
algoritmy se nékdy nazyvaji Las Vegas algoritmy; tiida takto rozpoznatelnych jazyku se
nazyva ZPP.

3.1 Quicksort

Znamy deterministicky tiidici algoritmus QUICKSORT pracuje na nahodném vstupu
v prumérném case O(nlogn), ale na nékterych vstupech potiebuje kvadraticky cas. My
pravdépodobnostni analyzu vyuzijeme k tomu, abychom navrhli pravdépodobnostni variantu
algoritmu, kterd kazdy jednotlivy vstup setiidi v prumérném case O(nlogn). Technicky se
jedné o naprosto analogicky dukaz, ale v jeho interpretaci je podstatny rozdil.

Pro jednoduchost prezentace predpokladdame, ze vsechny tiidéné prvky jsou ruzné.

AvLGoOrRITMUS QS(S)

Pokud |S| < 1, wystup S (jako prézdnou nebo jednoprvkovou posloupnost).
e Vyber uniformné ndhodné pivot p € S.
e A:={acS|a<p};B:={beS|b>p}.
o Viystup: posloupnost QS(A),p, QS(B).

Vsechny ndhodné volby jsou nezavislé.

Véta 3.1. Pro kazZdy vstup s n prvky je stredni doba béhu algoritmu QUICKSORT s ndhodnym
vybérem pivotu O(nlogn). Stredni pocet porovndni je nejvyse 2nH,, kde H, = 22:1% je
n-té harmonické cislo.

Diikaz. Zafixujme vstupni posloupnost. Necht A;; je jev, ktery nastane, kdyz v prubéhu
algoritmu porovname i-ty a j-ty prvek ve vysledném poradi, pro j > i.

Pokud jsou v dané trovni rekurze i-ty a j-ty prvek v S, porovname je pravé tehdy, pokud
jeden z nich zvolime za pivot, a navic v takovém piipadé je porovname jen jednou. Pokud
pivot lezi mezi i-tym a j-tym prvkem, pak tyto dva prvky uz nikdy neporovname, protoze
nebudou spole¢né ani v A ani v B. Pokud je pivot mensi nebo vétsi nez oba prvky, tak naopak
oba postoupi do dalsi irovné rekurze spoleéné bud v A nebo v B. Mame tedy j + 1 — i voleb
pivota tak, ze prvky spolu nepostoupi do dalsi irovné a jen 2 z téchto voleb vedou k porovnani.
Uvazime-li toto pro posledni troven rekurze, kam prvky postoupi spolec¢né, plyne z toho

2

PriA;;l=——7F"—.
r[Ai ] I

Ptesnéji bychom meéli argumentovat, ze pro kazdy mozny vrchol stromu rekurze je toto
podminénd pravdépodobnost porovnani za podminky, Ze toto je posledni rekurzivni volani,
kam postoupily oba uvazované prvky. Protoze jevy v podminkach pro ruzné uzly dohromady
tvofi rozklad pravdépodobnostniho prostoru, podle tvrzeni o iplné pravdépodobnosti je stejna
i nepodminénd pravdépodobnost porovnani.



Nechf X je ndhodnd proménni, kterd uddvéa pocet porovnani v prubéhu algoritmu na
daném vstupu. Necht X;; je indikdtorovd ndhodnd proménnd jevu A; ;, tj X;; = 1 pokud
porovndme i-ty a j-ty prvek a X; ; = 0 jinak. Pak striedni pocet porovnani odhadneme jako

n—1 n n—1 n n—1n—1 9 n 1
BIX]=) > BElXi)=) > Pridij <y > - <2y =2 H,
i=1 j=i+1 i=1 j=i+1 i=1 k=1 k=1

kde H, =1 + 5 + -+ + * se nazyvé n-té harmonické &fslo a plati H, ~ Inn.
Doba béhu algoritmu je linedrni v po¢tu porovnéni. O

3.2 Konflikty v distribuovaném systému

Predpoklddejme, ze mdme jednoduchy distribuovany protokol, kde se n stejnych procesu snazi
o exkluzivni piistup ke sdilenému prostiedku (paméti, databézi, ... ). Pfima komunikace mezi
procesy neni moznd. Procesy jsou synchronizované, v kazdém cyklu proces muze pozadovat
pristup. Uspéje ovsem jediné tehdy, kdyz je jedinym procesem, ktery pristup pozaduje.

Zajima nas algoritmus, ktery co nejdiive uspokoji vSechny procesy. Deterministické
FeSeni neexistuje, protoze vSechny procesy se budou o pristup pokouset ve stejnych cyklech.
Ptredvedeme pravdépodobnostni algoritmus, ktery s velkou pravdépodobnosti umozni piistup
vSem procesum v prumérném case O(nlogn) pro vhodné zvoleny parametr p.

ALGORITMUS PRISTUP (POPIS JEDNOHO PROCESU)
e V kazdém cyklu se s pravdépodobnosti p pokus o pristup.
e Opakuj, dokud neni pokus o piistup uspésny.

Vsechny ndhodné volby jsou nezavislé.

Néhodné volby vSech procesii jsou nezavislé, protoze spolu nekomunikuji. Ndhodné volby
jednoho procesu v jednotlivych cyklech volime jako nezavislé v algoritmu.

Veéta 3.2. Algoritmus PRISTUP s parametrem p = 1/n s pravdépodobnosti alespori 1 — 1/n
uspéje po t = 2enlnn cyklech.

Dukaz. Predevsim algoritmus modifikujme tak, Ze kazdy proces se pokousi o pristup neustéle,
i poté, co ho jiz jednou ziskal. Tato zména muze jediné snizit pravdépodobnost tdspéchu, ale
podstatné zjednodusi analyzu.

V nésledujicich vypocétech v plné sile vyuzijeme nezavislost ndhodnych voleb, protoze
pravdépodobnost poc¢itame jako souc¢in mnoha nezavislych jeva.

Necht 4;, je jev oznacujici, Ze i-ty proces uspéje v r-tém cyklu. Méme

1
en

v

n n

Druhy krok je dosazeni zvoleného parametru p; snadno se ovéri, ze zvolené p je lokalni maxi-
mum dané funkce. Posledni odhad é < (1 - %)n_l je standardn{ hornf odhad na 1/e. Casto se
hodi i obdobny dolni odhad (1 — %)n < é, pouzijeme ho i v ptistim vypoctu. Obé posloupnosti
k 1/e monoténné konverguji.



Necht F;; je jev oznacujici, Ze i-ty proces neuspéje v zadném z ¢ cyklu. Pro ¢ = 2enlnn
mame

t t en é _9
PrFy) = [0 - Asy) < <1 - 61n> - ((1 - 61n> > S R

r=1

Pravdépodobnost, Ze existuje proces, ktery neuspéje, odhadneme zdanlivé neptesné; da se
vSak ukéazat, ze vysledek je asymptoticky spravny.

n

U P

=1

n
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3.3 Minimalni fez v grafu

V této kapitole predvedeme jednoduchy pravdépodobnostni algoritmus pro hledani mi-
nimélniho fezu v nevazeném grafu.

MINIMALN{ REZ V GRAFU

Vstup: neorientovany graf (V, E) s |V| > 2.

Vistup: fez C, tj. C C E takové, ze graf G = (V, E'\ C) neni souvisly.
Cil: minimalizovat velikost fezu, tj. |C|.

Tento problém umime fesit za pomoci algoritmu pro toky, coz vede k algoritmum s ¢asovou
slozitost! O(n3). Tyto algoritmy jsou ovsem relativné komplikované, zatimco nasledujici
pravdépodobnostni algoritmus méa jednoduchy popis i analyzu.

Zakladni idea je, ze v kazdém kroku ztotoznime dva vrcholy ptuvodné spojené hranou a od-
stranime hrany, které je spojuji. Takova kontrakce muze vést k ndsobnym hrandm, pracujeme
tedy s multigrafy. Ve chvili, kdy zbyvaji jen dva vrcholy, tak vSechny zbyvajici hrany tvori
fez, a jim odpovidajici hrany tvoii fez i v puvodnim grafu. K implementaci tohoto postupu si
pro kazdou hranu musime zapamatovat, ze které hrany puvodniho grafu vznikla; to je oviem
snadné.

ALGORITMUS CONTRACT(V,E)
Vstup: neorientovany graf (V, E) s |V| > 2.
Dokud |V| > 2, opakuj nasledujici kroky:
e vyber uniformné ndhodné hranu uv € E;
e 7z F vyjmi vSechny kopie hrany uv; ve zbyvajicich hrandch nahrad vrchol v
vrcholem w;
o V:=V\{v}.
Vigstup: fez C obsahujici puvodni hrany odpovidajici hranam FE.
Vsechny ndhodné volby v algoritmu jsou nezavislé.

Budeme chtit dokézat, ze pokud puvodni graf mé tfez velikosti k, pak je relativné velka
pravdépodobnost, ze takovy fez bude na vystupu. K tomu se hodi nésledujici lemma, které
k4, ze graf s malym fezem mé nasobné vice hran mimo tento fez. To implikuje, Ze pti kon-
trakci nahodné hrany se tento fez zachova s velkou pravdépodobnosti, a umozni jednoduchou
analyzu.



Lemma 3.3. Multigraf na n > 2 vrcholech s minimdlnim rezem velikosti k md alespon kn/2
hran.

Dukaz. Takovy graf mé minimdlni stupen alespon k, protoze jinak by hrany incidentni s
vrcholem mensiho stupné tvorily fez mensi nez k. Odhad nyni plyne z toho, Ze pocet hran je
roven poloviné souctu stupnu vsech vrcholu a soucet stupnu je alesponn nk. O

Véta 3.4. V grafu s nlwcholy algoritmus CONTRACT najde minimdlni fez s pravdépodobnosti
o 2 _ -
alespor D = (Z)

Dukaz. Predevsim si uvédomme, ze vystup algoritmu vzdy tvoii fez, jehoz odebrani déli
graf na dvé souvislé komponenty. Pokud ozna¢ime V; a Vo dvé mnoziny vrchold, které se
kontrahovaly na dva vrcholy v posledni iteraci, tak totiz vysledna mnozina C' obsahuje vSechny
hrany spojujici néjaky vrchol z Vi s néjakym vrcholem z V5. Tedy po odebrani hran C' je graf
nesouvisly. Navic mnoziny vrcholu Vi a V5 indukuji souvislé podgrafy, protoze byly vytvofreny
kontrakcemi hran puvodniho grafu.

Déle si uvédomme, Ze z obdobného duvodu se v prubéhu algoritmu velikost minimélniho
fezu v grafu (V, E) nemuze zmensit. Pokud totiz mnozina hran F' tvoi{ fez, tak mnozina
odpovidajicich hran v puvodnim grafu také tvoii fez.

Zvolme nynf libovolny miniméln{ fez C v grafu (V, F). Necht k = |C|. Tvrdime, Ze pokud
algoritmus v zadné iteraci nevybere ke kontrakci hranu e € C', pak C je vystupem algoritmu.
Pokud v8echny hrany C jsou v dané iteraci v mnoziné F a algoritmus vybere hranu uv & C,
tak vrcholy u a v lezi ve stejné komponenté grafu (V, E'\ C). To ovSem znamend, ze u a v
nemohou byt spojeny ani zadnou jinou hranou z C a vSechny hrany z C' zustanou v E. Vystup
nemuze obsahovat zadnou dal3i hranu, protoze vysledné komponenty V; a V5 jsou souvislé
a existence hrany mimo C spojujici néjaky vrchol z V7 s néjakym vrcholem z V5 by byla ve
sporu s tim, ze C' je tez.

Zbyva spocitat pravdépodobnost, ze béhem algoritmu nikdy nevybereme hranu ze zvo-
leného miniméalnfho fezu C. Nechf A; oznacuje jev, Ze po i iteracich algoritmu E obsa-
huje vSechny hrany z C' (pfesnéji, obsahuje k hran, kterym odpovidaji puvodni hrany z C).
Predevsim trividlné Pr[Ag] = 1. Budeme pocitat podminénou pravdépodobnost Pr[A; 1|A;],
tj. pravdépodobnost, ze v iteraci ¢ + 1 nevybereme hranu z C, za piedpokladu (podminky),
ze v prvnich i iteracich jsme nekontrahovali zddnou hranu z C. Po i iteracich je |V| =n — 1,
minimalni fez ma velikost alespon k£ a tedy podle Lemmatu 3.3 mame |E| > (n —i)k/2. Z
toho je pouze k hran v C a tedy

2k n—1i—2

PrlA; Al >1-— — = -
A [ A 2 (n—1i)k n—i

Z definice podminéné pravdépodobnosti a A;y; C A; plyne Pr[A;y1] = Pr[Ais1 N A;] =

Pr[A;] - Pr[Aiy1 | Ai]. Pravdépodobnost, ze vystup algoritmu je C, je rovna Pr[A,_s]. Opa-
kovanym pouzitim predchozi identity dostavame

n—3 n—3 .
Pr{An_s) = PrlA) - [[ Pridin | A) > 1 [[ " =
=0 1=0

Posledni vypocet je pfehlednéjsi expandovany jako

n—2 n—3 n—4
n n—1 n—2

32121
5 4 3 n-(n-1)"



S pravdépodobnosti alespon ﬁ tedy algoritmus CONTRACT najde zvoleny minim&lni
fez C. [

Dokézali jsme ve skutecnosti silnéjsi tvrzeni, ze pro kazdy minimélni fez C' algoritmus
vystoupi tento fez C s pravdépodobnosti alespon (Z)_l. Protoze tyto jevy pro ruzna C jsou
po dvou disjunktni, plyne z toho, Ze pocet minimalnich fezu v (multi)grafu na n vrcholech je
nejvys (Z) Pravdépodobnostni algoritmus nam tedy pomohl jednoduse dokazat ¢isté kombi-
natorické tvrzeni. Je také snadné ovéfit, ze tento odhad je tésny, protoze cyklus na n vrcholech
m4 pravé () minimélnich fezi.

Pravdépodobnost tspéchu algoritmu je pomérné malé, ale dostate¢né velka na to, abychom
jeho opakovanim ziskali algoritmus s konstantni pravdépodobnosti chyby bézici v poly-
nomidlnim ¢ase. Konkrétné, pokud algoritmus zopakujeme (g)—krét a vystoupime nejmensi
nalezeny ez, pravdépodobnost chyby je nejvyse

( <n> 1) (2) 1
1-— < -.

2 T e
Casové slozitost algoritmu pii vhodné implementaci je O(n?); je tieba vhodné reprezentovat
graf véetné stupnu vcholu tak, aby bylo mozné implementovat jednu kontrakei v ¢ase O(n).
Casov4 slozitost algoritmu s opakovanim bude tedy O(n?), coz je horsf nez slozitost algoritmit
zalozenych na maximélnich tocich.

Existuje vS8ak zlepSend varianta algoritmu CONTRACT, kterd ma ¢asovou slozitost
podstatné lepsi, konkrétné O(n?log?n). Ziakladni idea je ta, ze v prvnich kontrakeich
je pravdépodobnost chyby nizka oproti poslednim kontrakcim s malym pocétem vrcholu.
Konkrétné, béhem prvnich pfiblizné n/ V2 kontrakei je celkovéd pravdépodobnost tspéchu
priblizné 1/2. ZlepSeny algoritmus pracuje tak, ze provede tento pocet kontrakei a pak re-
kurzivné zavold dvé kopie algoritmu na mensim grafu. Podrobnosti analyzy v tomto textu
vynechdme.

4 Aproximacni algoritmy — zakladni definice

Pokud uvazujeme o pribliznych feSenich problému, musime mit definovano, co je pro danou
instanci dobré feSeni. Jde tedy o podstatné jiné problémy nez rozhodovaci problémy v klasické
slozitosti, kde je odpovéd bindrni. Potfebny typ problému vymezuje nasledujici definice.

Definice 4.1. Optimaliza¢ni problém je ¢tverice (Z,F, f,g), kde Z je mnozina vstupu
neboli instanci; funkce F pro kazdou instanci I uddvd mnozinu piipustnych feseni F(I),
ucelova funkce f pro kazdou instanci I a piipustné feSeni dava hodnotu feseni a g je bit,
ktery tika, zda tucelovou funkci chceme maximalizovat nebo minimalizovat.

Takto obecna definice zahrnuje i spojité problémy matematického programovéani. Nés ale
z algoritmického hlediska budou zajimat pfedevsim kombinatorické problémy, kde instance i
piipustnd feseni jsou konecné fetézce (a tedy €isla jsou pfirozend nebo raciondlni). Typické
kombinatorické optimaliza¢ni problémy patii do tiidy N P-optimaliza¢nich problému, pro
které pozadujeme, aby
(i) délka vsech piipustnych feseni v F(I) byla polynomidlné omezend v délce instance I,
(ii) jazyk vsech dvojic instanci a pfipustnych feseni {(I,S) |I € Z,S € F(I)} byl v P, a
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(iii) ucelové funkce byla pocitatelnd v polynomidlnim case.

Rada takovych problémi je N P-tézks, pak studujeme aproximaéni algoritmy, které jsou
efektivni, ale nenajdou vzdy optimalni feSeni. Namisto toho ale pozadujeme, aby aproximacni
algoritmus pro kaZdou instanci nasel v polynomidlnim ¢ase pfipustné feseni s hodnotou nepiilis
dalekou od optima.

Pro danou instanci I oznac¢ujeme optimalni piipustné feseni i jeho hodnotu OPT'(I), feseni
algoritmu A i jeho hodnotu oznacujeme A(I). V piipadé pravdépodobnostniho algoritmu je
A(I) ndhodnd proménnd, kterd zavisi na ndhodnych bitech pouzitych v algoritmu; pak nas
zajimaji algoritmy, u kterych je prumérnd hodnota A(I) blizka optimu.

Definice 4.2. Algoritmus A se nazyva R-aproximacni, jestlize v polynomidlnim ¢ase pro
kazdou instanci I najde ptipustné feseni z F(I) a navic:

Pro minimializa¢ni problém plati (V1) A(I) < R-OPT(I), resp. pro pravdépodobnostni
algoritmus (V1) E[A(I)] < R - OPT(I).

Pro maximaliza¢ni problém plati (V1) A(I) > OPT(I)/R, resp. pro pravdépodobnostni
algoritmus (V1) F[A(I)] > OPT(I)/R.

Pro nékteré maximaliza¢ni problémy se tradié¢né uvadi aproximacni pomér mensi nez 1,
tj. jako prevrécend hodnota; pak tedy pozadujeme A(I) > R-OPT(I).

Poznamenejme jesté, ze pro minimaliza¢ni probémy definice R-aproxima¢niho algoritmu
pro libovolné R implikuje, Ze lze v polynomialnim ¢ase rozpoznat vstupy, pro které je opti-
mum rovno nule. Je-li tento rozhodovaci problém N P-tézky, nemuze aproximacni algoritmus
existovat.

5 Hladové algoritmy a lokalni prohledavani

Prirozené heuristiky pro kombinatorické problémy se snazi najit feSeni tak, aby v jednotlivych
krocich vybraly lokalné nejlepsi moznost. Hladové algoritmy typicky postupné dopliuji feseni
az jsou splnény vSechny podminky problému. Lokalni prohledavani naopak zacne od libo-
volného feSeni a snazi se ho postupné zlepSovat malymi ipravami.

5.1 Problém obchodniho cestujiciho

Problém obchodniho cestujiciho patii mezi nejstudovanéjsi optimalizac¢ni problémy z mnoha
teoretickych i praktickych pohledu. Cilem je pro dané nezaporné vzdalenosti mezi n body
najit nejkratsi cyklus prochézejici vsemi n body.

Pokud chceme fesit tento problém bez dalsich omezeni, neni zaddnd aproximace mozna,
protoze je N P-tézké rozhodnout, zda optimalni cyklus mé délku 0. To se ukdze jednoduchou
redukci z problému hamiltonovského cyklu, kdy hrandm grafu pritfadime délku 0 a ostatnim
hrandam délku 1. Proto se zaméiime na variantu, kdy vzdalenosti tvoi{ metriku.

Pro metrickou variantu si predvedeme dva aproximacni algoritmy, které jsou v principu
hladové, i kdyz nepouzivaji postupnou konstrukci feseni. Namisto toho vyuziji optimalni
feSeni jinych grafovych problému, které lze fesit v polynomidlnim case.

Piipomenme, ze metrika na mnoziné V je nezdpornd realna funkce na dvojicich prvka V
spliujici symetrii (Vu,v)(d(u,v) = d(v,u)), trojihelnikovou nerovnost (Vu,v,w)(d(u,v) <
d(u,w) + d(w, v)) a axiém totoznosti (Vu,v)(d(u,v) =0 < u =v)).
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METRICKY PROBLEM OBCHODNIHO CESTUJICIHO

Vstup: metrika d na n vrcholech V.

Vystup: cyklus C dany permutaci n vrchola vy, vo, ..., vy, tj. obsahujici hrany vive,
V2U3, ...y, Unp—1Un, UpU1.

Cil: minimalizovat délku cyklu, t.j. d(C) = d(v,, v1) + Z?;ll d(vi, Vig1).

Je uzitecné se na vstup divat jako na uplny graf s vazenymi hranami. Cilem je pak najit
podmnozinu hran, kterd tvori Hamiltonovsky cyklus. Pokud E je mnozina hran grafu s vr-
choly V, definici délky muzeme pfirozené rozsifit na mnozinu hran FE tak, ze jako d(FE)
oznacime soucet délek jednotlivych hran. V prubéhu algoritmu budeme potfebovat pracovat
s multigrafem, kde se hrany mohou opakovat; definice se rozsii{ pfirozenym zpusobem.

Pro oba naSe algoritmy budeme potiebovat nésledujici podprogram

PODPROGRAM Z (ZKRACENT)
Vstup: eulerovsky neorientovany multigraf (V, E).
e Najdi (uzavieny) eulerovsky tah s hranami E. Necht vy, va, ..., v, je
permutace vrcholi V' v poradi podle prvniho vyskytu v eulerovském tahu
(s jakymkoliv zacatkem).
Vystup: cyklus C' dany touto permutaci, tj. obsahujici hrany vive, vevs, ..., Up_1Up,
UnpU1.

Vystup muze obsahovat i hrany, které nejsou v E. Nicméné z trojithelnikové nerovnosti plyne,
ze d(Z(F)) < d(E).

KOSTROVY ALGORITMUS
Vstup: metrika d na n vrcholech.
e Najdi minimalni kostru 7' v iplném grafu s vahami hran danymi metrikou d.
e Nechf E je multimnozina 2n — 2 hran vzniklych z T nahrazenim kazdé hrany
dvéma kopiemi.
e Spocitej] E' = Z(E).
Vijstup: E'.

Lemma 5.1. d(T) < OPT.

Dukaz. Pokud z cyklu OPT vynechame jednu hranu, dostaneme kostru a ta nemuze byt
mensi nez minimaln{ kostra 7T'. O

Veéta 5.2. Kostrovy algoritmus je 2-aproximacni pro metricky problém obchodniho cestujiciho.

Diikaz. 7 predchozich pozorovani odhadneme hodnotu vystupu: d(Z(F)) < d(E) =2-d(T) <
2-0OPT. O

CHRISTOFIDESUV ALGORITMUS
Vstup: Metrika d na n vrcholech.
e Najdi minimalni kostru T v iplném grafu s vahami hran danymi metrikou d.
e W je mnozina vrcholua lichého stupné v T'.
e Najdi M, perfektni parovani minimaln{ vahy v grafu indukovaném W.
e Spocitej E = Z(TUM), kde U oznac¢uje disjunktni sjednoceni mnozin (tj. hrany
v obou mnozinach se vyskytuji ve sjednoceni dvakrat).
Vigstup: E.
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Pfedevsim musime ovétit, ze algoritmus je korektni a efektivni. Hleddni minim&ln{ kostry,
perfektniho parovani minimalni vahy, eulerovského tahu i ostatni kroky lze implementovat
v polynomidlnim ¢éase (i kdyz pro parovani to neni jednoduché). Mnozina W m4 sudy pocet
vrcholt, perfektni parovéani tedy existuje. ProtoZze parovani je perfektni, TUM m4 vSechny vr-
choly sudého stupné; zde vyuzivame toho, ze jde o disjunktni sjednoceni, tedy pokud hrana je
v T iM,tak ji v eulerovském tahu pouzijeme dvakrat. Navic je (V, TUM) souvisly (multi)graf,
protoze obsahuje kostru.

Véta 5.3. Christofidesiv algoritmus je 3/2-aproximacni pro metricky problém obchodniho
cestugiciho.

Dikaz. Ukazeme, ze d(M) < OPT /2. Cyklus OPT zkratime na cyklus na W tak, ze ostatni
vrcholy v poradi vynechame; cena se tim diky trojihelnikové nerovnosti nezvysi. Tento cyklus
mé sudou délku a tedy tvoii dvé péarovéni. Jedno z nich je dlouhé nejvys OPT/2 a tedy i
d(M) < OPT)2.

Z predchozich pozorovani odhadneme hodnotu vystupu: d(Z(E)) < d(E) = d(T)+d(M) <
OPT + OPT/2. O]

Pro oba predchozi algoritmy lze najit priklady, které ukazuji, ze aproximacni pomér neni
lepsi, nez jsme vyse dokazali.

Pro metricky problém obchodniho cestujiciho do roku 2020 nebyl zndmy lepsi nez 3/2-
aproximacni algoritmus a soucasny nejlepsi algoritmus m& aproximaéni pomér jen nepatrné
lepsi nez 3/2. Naopak pro eukleidovské prostory je mozné se optimalnimu feSeni libovolné
priblizit, pro kazdé € > 0 existuje (1 + ¢)-aproximacni algoritmus. Takovému systému algo-
ritmu se fkd polynomidlni aproximaéni schéma. (V této definici je podstatné, ze cas
béhu algoritmu na & muze zdviset libovolné, protoze € nepovazujeme za soucast vstupu.)

Pro nase algoritmy je podstatné, ze vzdéalenosti tvoif metriku. Pokud neplati symetrie ale
stale plati trojuhelnikova nerovnost, jde o velmi zajimavy asymetricky problém obchodniho
cestujiciho; pro néj existuje jednoduchy aproximacni algoritmus s pomérem O(logn) a teprve
neddvno byl nalezen algoritmus s konstantnim aproximac¢nim pomérem.

5.2 Rozvrhovani

V rozvrhovani mame na vstupu n tloh, které je tieba rozvrhnout na jednom ¢i vice strojich.
Existuje fada variant, které se 1isi v parametrech tloh a stroji, v pozadavcich na rozvrh, ¢i
v ucelové funkci.

Témeét vzdy je jednim z parametri tlohy j as béhu, znaceny p;. Vétsinou je tieba kazdou
tlohu rozvrhnout na jeden z m stroju v jediném intervalu [S;, C;) tak, Ze intervaly ruznych
uloh na stejném stroji jsou po dvou disjunktni. Standardni konvence je, ze rozvrh za¢ind v ¢ase
0, tj. S; > 0, a parametry tloh jsou celociselné nebo alespon racionalni. Pro rozvrhovéni na
identickych strojich je C; = S; + p;.

Jedna z nejcastéjsich ucelovych funkei je délka rozvrhu, definovand jako max; C; a stan-
dardné oznacovand Cinax.

V nejjednodussich ptipadech, jako je nasledujici, staci urcit pfifazeni na jednotlivé stroje.

ROZVRHOVANI NA IDENTICKYCH STROJICH

Vstup: pocet stroji m, ¢asy béhu tdloh pq,...,p, € RT.

Vistup: rozvrh, tj. rozklad mnoziny {1,...,n} na mnoziny I, ..., Ip,.
C'il: minimalizovat délku rozvrhu, t.j. max;c(1,..m} Zjeli Dj-
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Casy zahdjeni a dokonceni jednotlivych tloh lze dopocitat — nejsou ovsem uréeny jednoznacné,
rozvrhil se stejnym pfifazenim tloh na pocitace je celd fada. Jeden z nich dostaneme tak,
ze pro kazdé j € I; zvolime ¢as zahdjeni S; = > ,.; . .p; a pochopitelné ¢as ukonceni
. 7 ’ . . Z-’ ] s ~

C; = s; + p;. Definujme také délku rozvrhu stroje i jako max;cs, C;. Snadno ovéiime, Ze
intervaly na jednom stroji na sebe navazuji, tedy jsou disjunktni, a délka rozvrhu stroje i je
rovna Zje 1, Pj- Délka rozvrhu Ciax je rovna nejvétsi délce rozvrhu stroje a je také rovna
hodnoté z definice problému v rdmecku, navic splituje Cpax = max; Cj.

Pro rozvrhovani na identickych strojich nas zajima jak uvedend varianta, kdy m je soucasti
vstupu, a aproximaéni pomér nezavisi na m, tak i varianta, kdy m je pevna konstanta.

Lokalni prohledavani

Lokélni prohledavani je oblibena heuristika s mnoha variantami. V nékterych piipadech je jeji
vysledek dokazatelné dobry. Takovy algoritmus si predvedeme pro rozvrhovani na identickych
strojich.

Ptirozené pravidlo pro lokalni zménu rozvrhu je presunout jednu tlohu na jiny stroj tak,
aby se délka rozvrhu zkratila. To m& dva problémy.

Prvni problém je to, Zze pokud méme vice stroju s maximalni délkou rozvrhu stroje,
presunutim jedné ulohy nemuzeme délku rozvrhu snizit a tedy nemuzeme udélat zadny platny
krok. Nicméné pfesunutim jedné tlohy muZzeme snizit pocet stroju s maximélni délkou roz-
vrhu a po nejvyse m takovych krocich se délka rozvrhu snizi. Budeme tedy pouzivat tyto
obecnéjsi kroky, kdy vzdy presuneme tlohu ze stroje s maximalni délkou rozvrhu stroje tak,
aby nova délka rozvrhu stroje, kam je tloha pfesunuta, byla mensi. Pak uz umime dokéazat,
ze ve chvili, kdy neni zadny krok mozny, je rozvrh dobrou aproximaci.

Druhy problém je, Ze neumime odhadnout pocet kroki do zastaveni algoritmu. To byva
¢asto nejvétsi problém navrhu algoritmu lokdlniho prohleddvéani. V nasem piipadé se tomu
vyhneme tak, ze upfesnime pravidlo, kterou tilohu a na ktery stroj presuneme.

LOKALNI PROHLEDAVANT PRO ROZVRHOVANI NA IDENTICKYCH STROJI{CH

Vstup: pocet stroju m, ¢asy béhu tloh py,...,p, € RT.

(1) Rozvrhni vSechny tlohy libovolné (napi. na stroj 1).

(2) Pro libovolny stroj 7 s maximélni délkou rozvrhu stroje odeber posledni tilohu a
rozvrhni ji jako posledni na (néjaky) stroj ¢ s minimdlni délkou rozvrhu stroje,
pokud tato operace zmensi ¢as dokonéeni dané tlohy.

(3) Pokud v kroku (2) nedojde k presunu tlohy, vystup aktualni rozvrh.

Jinak opakuj krok (2).

Veéta 5.4. Vyse uvedeny algoritmus lokdlniho prohleddvani pro rozvrhovdni na m strojich je
2 — 1/m-aproximacni pro pevné m a 2-aprozimacni je-li m ¢édsti vstupu.

Diikaz. Nejprve ukdzeme, ze algoritmus skonéi v polynomidlnim ¢ase. Oznaéme Cy,iy mi-
niméalni délku rozvrhu stroje. Vsimnéme si, ze hodnota Cp,iy se v kroku (2) nezmensi. Z toho
plyne, ze kazd4 iloha j bude pfesunuta maximalné jednou: Po prvnim piesunu je Cas zahajeni
S; roven piedchozi hodnoté Cpin, v druhém piesunu by se S; zménilo na aktudlni hodnotu
Chnin, kterd je alespon tak velkd, a tiloha by neskonéila dfive. Krok (2) se tedy opakuje nejvyse
n-krat a lze ho implementovat efektivné, stejné jako nalezeni poc¢ateéniho rozvrhu.
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Uvazujme nyni vysledny rozvrh. Algoritmus skonéi tak, ze v kroku (2) nepfesune ilohu;
oznacme jako j posledni dlohu na vybraném stroji i. Z podminky na pfesunuti plyne, Ze
S; < Cuin- Navic plati p; < OPT, protoze i optimum rozvrhne tlohu j.

Z definice Cpin vime, Ze do ¢asu Chin jsou vSechny stroje zaplnéné a tedy S; < Cpin <
OPT, protoze optimalni rozvrh musi také rozvrhnout vSechnu praci. Z toho okamzité plyne
Crmax = Sj +pj < 2-OPT. Ve skutecnosti muzeme pro pevné m odhad o trochu zlepsit,
protoze algoritmus pfed ¢asem S; nepracuje na tloze j. Dostdvdme

1 n
k=1

a tedy

1 1 1 1
Qm:<&+mm)+GWJM§OFT+O)OPT:@>ORP

m m

Hladové algoritmy

Hladovy algoritmus probira ilohy postupné, kazdou pfifadi na stroj s nejmensi délkou rozvrhu
pro piedchozi ulohy. (Je-li takovych stroju vice, volime libovolné.) Hladovy algoritmus pro
rozvrhovani se také nazyva List Scheduling. Dikaz aproximaéniho poméru je obdobny jako
u predchoziho algoritmu.

Véta 5.5. Hladovy algoritmus pro rozvrhovdni na m strojich je (2 — 1/m)-aprozimacni pro
pevné m a 2-aprorimacni je-li m ¢édsti vstupu.

Dukaz. Algoritmus zjevné pracuje v polynomidlnim case.

Necht j je posledni dokoncend tloha. Pak Cyax — S; = pj < OPT, protoze i optimum
rozvrhne tlohu j. Z definice hladového algoritmu vime, Ze do ¢asu S; jsou vSechny stroje
zaplnéné a tedy S; < OPT, protoze optimdlni rozvrh musi také rozvrhnout vSechnu préci.
Ve skuteénosti muzeme obdobné jako u lokalniho prohleddvani odhad o trochu zlepsit a

dostédvame >
m m

<OPT,

a tedy

1 1 1 1
m m m

m
O

Je zfejmé, ze problematicky vstup pro hladovy algoritmus je takovy, kdy je posledni tiloha
velmi dlouhd, srovnatelna se zbytkem rozvrhu. Snadno nalezneme piiklad, ktery ukazuje, ze
predchozi analyza je tésna.

Pokud tlohy nejprve sefadime sestupné podle velikosti a poté rozvrhneme hladove,
ziskdme podstatné lepsi algoritmus. Nazyva se LPT algoritmus (zkratka z “Largest Pro-
cessing Time first”).

15



Véta 5.6. LPT algoritmus pro rozvrhovani na m strojich je (4/3 —1/(3m))-aprozimacni pro
pevné m a 4/3-aproximacni je-li m cdsti vstupu.

Diikaz. Bez ijmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze p1 > pao > --- > p, a posledni
dokonéend tloha je 1loha n, tj. posledni rozvrzend. Jinak muzeme pro ucely analyzy vynechat
v8echny ulohy za posledni dokon¢enou, tim se nas rozvrh nezkrati a O PT neprodlouzi.

Rozlisime dva piipady. Pokud je p, < OPT/3, tak po¢itdme analogicky jako u hladového
algoritmu: S,, < Z?:l pj/m — pn/m < OPT — p,/m, a tedy

4 1

Cpp < Sp+ pn < OPT + <1_1>png <_) OPT.
m 3 3m

Pokud p,, > OPT/3, tak optimum rozvrhne nanejvys dvé tlohy na kazdy stroj. Ukdzeme,
ze LPT vytvoii optimélni rozvrh. Uvazime néasledujici dolni odhady na OPT. Je-lin > m+1,
plati py, +pmr1 < OPT, protoze optimalni feSeni pro prvnich m + 1 tiloh ma nutné dvé ilohy
na stejném stroji a ty jsou alespon tak velké jako nejmensi tlohy p,, a pp41. Je-lin > m+2,
plati pm—1 + pmy2 < OPT, protoze z prvnich m + 2 dloh m&a optimum dvé dvojice na
stejném stroji, tedy alespon jedna tloha velikosti alespon p,,—1 je ve dvojici. (Pouzili jsme
také podminku p, > OPT/3, ze které plyne, Ze optimum nemuze mit na stejném stroji
trojici tloh.) Obdobné plati py,—2 + pmts < OPT atd. Nyni si vSimneme, ze LPT vytvoii na
jednotlivych strojich praveé tyto dvojice. (Pouzili jsme opét podminku p,, > OPT/3, ze které
nyni{ plyne, Zze ani LPT nerozvrhne na stejném stroji trojici tloh.) O

Opét je mozné zkonstruovat piiklad, ktery ukazuje, ze predchozi analyza je tésna.

Pfesné teseni rozvrhovani na identickych pocitacich je N P-tézké, existuji redukce
z problému PARTITION a 3-PARTITION (nebo z jiné varianty problému batohu). Na
druhou stranu, existuji i lepsi aproximaé¢ni algoritmy, dokonce polynomidlni aproximaéni
schémata.

Online algoritmy

Hladovy algoritmus pro rozvrhovani patii mezi online algoritmy. Muze dostdvat vstup po
jednotlivych dlohach a hned doplnit rozvrh nové ulohy tak, ze mame platny rozvrh pro ce-
lou dosavadni instanci. Stejné tak hladové algoritmy pro dalsi problémy jsou ¢asto online
algoritmy ve vhodném modelu.

Pro online algoritmy mluvime o kompetitivnim poméru namisto aproximacniho
poméru. Zaruka kvality feSeni je pak stejnd jako u aproximacnich algoritmu, nepozaduje
se vSak polynomidlni ¢as béhu algoritmu.

Pro rozvrhovéni na identickych strojich je snadné nahlédnout, ze neexistuje lepsi nez 3/2-
kompetitivni algoritmus. Na vstupu jsou nejprve dvé tlohy velikosti 1, které algoritmus musi
rozvrhnout na ruzné stroje. Poté vstup pokrac¢uje m — 1 ilohami velikosti 2; algoritmus bude
mit délku rozvrhu alespon 3, ale optimum je 2.

Specialné pro m = 2 z pfedchoziho dolniho odhadu plyne, Ze hladovy algoritmus je op-
timalni online algoritmus; stejny vysledek lze dokédzat i pro m = 3. Naopak pro vétsi m lepsi
algoritmy existuji. Pro velké m existuje 1.923-kompetitivni algoritmus a nejlepsi dolni odhad
k&, Ze neexistuje 1.88-kompetitivni deterministicky algoritmus.
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5.3 Problém bin packing

Problém bin packing je v jistém smyslu dualni k rozvrhovani na identickych poc¢itacich. Mame
danou velikost kosu, obvykle normalizovanou na 1, a chceme dané prvky nasklddat do co
nejmin kosu. To odpovidd minimalizaci po¢tu stroju, je-li délka rozvrhu pevné omezen4.

BIN PACKING

Vstup: prvky aq,...,a, € RT.

Vistup: rozklad mnoziny {1,...,n} na kose I,..., I, kazdy s celkovou velikosti
prvki nejvyse 1, tj. (Vi) >, a; < 1.

C'il: minimalizovat pocet kosu m.

Algoritmus FIRSTFIT probird prvky popotadé, kazdy da do prvniho koSe, kam se vejde.
Novy kos vytvori, kdyz se prvek nevejde nikam. Algoritmus BESTFIT postupuje obdobné,
ale prvek dd do nejvice plného kose, kam se vejde. Algoritmus je ANYFIT algoritmus, pokud
postupuje obdobné s libovolnym vybérem koSe pro novy prvek; jediné omezeni je, ze novy kos
se tvori, kdyz se prvek nevejde do zadného stdavajiciho. FIRSTFIT a BESTFIT jsou piiklady
ANYFIT algoritmu.

Véta 5.7. Kazdy ANYFIT algoritmus je 2-aproximacni.

Dukaz. Podle ANYFIT pravidla plati, ze kazdé dva koSe maji dohromady velikost vétsi nez
1. Z toho pro m > 2 sec¢tenim nerovnosti Zjeh a;j + Zjelm a; > 1 a vSech m — 1 nerovnosti
Ejeli a; + Zjeli+1 a; > 1 plyne, ze celkova velikost kost je vétsi nez m/2. Zjevné plati, ze

> j=1a; < OPT. Celkové tedy m/2 <377, a; > OPT. O

Pro algoritmy FIRSTFIT a BESTFIT lze ukdzat, ze jsou 1.7-aproximacni (a ne lepsi).

Je N P-tézké rozhodnout, zda OPT < 2 (z problému PARTITION), a tedy nemuze
existovat lepsi nez 3/2-aproximacni algoritmus: takovy algoritmus pro vsechny instance
s OPT < 2 musi najit optimalni feSeni a proto by ndm umoznil v polynomialnim ¢ase odlisit
instance s OPT < 2 od téch s OPT > 3.

Naopak existuji asymptotickd aproximaéni schémata, pfesnégji algoritmy, které
dosdhnou A(I) <14 (1+¢)OPT(I).

5.4 Hledani disjunktnich cest v grafu

Pokud v grafu hleddame vice disjunktnich cest z vrcholu s do vrcholu ¢, jde o problém ekviva-
lentni hledani maxima&lniho toku, ktery je dobfe fesitelny. Jakmile se ale ptame, zda existuji
disjunktni cesty mezi dvojicemi (s;,t;), ale nedovolujeme spojit (s;,t;) pro i # j, jde o NP-
tézky problém, pro ktery v této kapitole navrhneme aproximacni algoritmus.

Problém disjunktnich cest lze formulovat v fadé variant. Nas budou zajimat hranové dis-
junktni cesty, problém pro vrcholové disjunktni cesty je ovSéem velmi podobny. Algoritmy,
které uvedeme, pracuji stejné dobfe pro orientované i neorientované grafy, ale pro neoriento-
vané grafy je v nékterych ptipadech mozné vyraznéjsi zlepSeni.

Kromé zakladni varianty disjunktnich cest nds bude zajimat i varianta, kde kazda hrana
mé kapacitu ¢ pro néjakou konstantu ¢, tj. kazdou hranu muze pouzit ¢ cest. Uvidime, Ze tato
varianta ma podstatné lepsi algoritmus, ktery pouziva zajimavou techniku.
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HRANOVE DISJUNKTNI CESTY V GRAFU S KAPACITOU HRAN

Vstup: parametr ¢, neorientovany nebo orientovany graf G = (V, E), posloupnost
dvojic vrcholu (s1,t1), ..., (Sg, tk)-

Vistup: cesty P; pro I C {1,... k} takové, ze cesta P; spojuje s; a t; a kazda hrana
je pouzita nejvyse v ¢ cestach.

Cil: maximalizovat pocet cest |I].

Nejprve analyzujeme jednoduchy hladovy algoritmus pro verzi s kapacitou ¢ = 1, ktery
vzdy pouzije nejkratsi cestu ze v8ech moznosti; délkou cesty rozumime pocet hran.

HLADOVY ALGORITMUS PRO HLEDANI DISJUNKTNICH CEST

Vstup: G = (V, E), dvojice vrcholu (s1,t1),..., (Sk,tx).

(1) I:=0; m:=|E|.

(2) Najdi nejkratsi cestu P z s; do t; v grafu (V, E), pfes vSechna i ¢ I. Pokud P
neexistuje, jdi na (4).

(3) I:=1U{i}; P,:=P; E:=FE\P. Jdina (2).

(4) Vystup: cesty P;, i € 1.

Véta 5.8. Hladovy algoritmus pro hleddni disjunktnich cest (s kapacitou hran 1) je O(y/m)-
aprorimacni.

Dukaz. Algoritmus lze implementovat v polynomidlnim ¢ase pomoci zndmych algoritmu pro
nejkrasi cestu v grafu.

Uvazujme instanci, kde OPT > 1, pak také |I| > 1. Z poctu hran plyne, ze v OPT je
nejvyse \/m cest delsich nez \/m.

Uvazme cestu P} v OPT délky nejvyse y/m. Jestlize dvojice (s;,;) neni spojena algorit-
mem, pak P musi mit spole¢nou hranu s nékterou cestou P; délky nejvyse y/m vybranou
algoritmem, protoze jinak by algoritmus vybral cestu P*. Jedna takové cesta P; vSak muze
zablokovat kazdou hranou nejvys jednu cestu z OPT, celkové nejvyse /m cest.

Kazd4 cesta v OPT je bud’ dlouhd, anebo jeji termindly jsou spojené i algoritmem, anebo
je zablokovand kratkou cestou vybranou algoritmem. Je tedy OPT < /m + |I| 4+ /m|I| <

2vm + DI = O(vm)|I]. O

Piiklad s pomérem ©(y/m) lze snadno zkonstruovat: Graf bude strom sestdvajici z jedné
cesty vy, va, ..., vp—1 a z dalsich k disjunktnich cest délky £k — 1 z v;4; do listu ¢; pro
1 =1,...,k — 1. Zvolime dale s, = vy, tp = v a s; = v; pro i = 1,..., k — 1. Algoritmus
pouzije cestu z sy, do tg délky k—1, ¢imz rozpoji vSechny ostatni dvojice (které maji vzdélenost
k), optimum naopak spoji viechny ostatni dvojice. Aproximaéni pomér je k— 1, pocet vrcholu
i hran je ©(k?).

postup. Myslenka je takové, ze hrany, jejichz kapacita je ¢astec¢né vycerpana, povazujeme
pii hledani nejkratsi cesty za dostatecné dlouhé. V analyze se ukéze, ze spravné zvysSovani
délek hran je exponencidlni v poc¢tu jejich pouziti, tj. pii pouziti hrany jeji délku vynésobime
vhodnym faktorem. Podobny postup se pouziva i v fadé dalsich algoritmu pro smeérovani
v sitich a jiné podobné problémy.

Délku hrany e budeme znacit d(e). Pro mnozinu hran F' oznacme d(F) = > cpd(e).
Délka cesty P je tedy d(P) a d(E) oznacuje celkovou délku vSech hran v grafu.
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HLADOVY ALGORITMUS PRO HLEDANI CEST V GRAFU S KAPACITOU ¢

Vstup: G = (V, E), dvojice vrcholu (s1,t1),. .., (Sk, tk).

(1) I:=0; m:=|E|; B := [m'/(¢*D]; d(e) := 1 pro viechny hrany e € E.

(2) Najdi nejkratsi cestu P z s; do t; vzhledem k délkdm d, pfes vSechna ¢ & I.
Pokud P neexistuje nebo spolu s cestami F;, ¢ € I, porusuje podminku kapacity
¢, jdi na (4).

(3) I:=1U{i}; P := P; pro vsechny hrany e € P, d(e) := - d(e). Jdi na (2).

(4) Vystup: cesty P;, i € 1.

Véta 5.9. Hladovy algoritmus pro hledani cest v grafu s kapacitou c je O(ml/(CH))-
aprorimacni.

Dukaz. Algoritmus lze implementovat v polynomialnim case. To plyne i z toho, Ze jsme (8
zvolili celoc¢iselné nejvyse rovné m. (Bez zaokrouhleni 5 neni zjevné, jak hledat nejkratsi
cestu v polynomidlnim ¢ase.)

Uvazujme instanci, kde OPT > 1, pak také |I| > 1. Rekneme, 7e cesta je kratks, pokud
jeji délka vzhledem k aktudlnim délkam d v algoritmu je mensi nez 5¢. Dokud algoritmus
vybird kratké cesty, neporusi podminku kapacity ¢, protoze kazda pouzitd hrana ma délku
mensi nez 5¢ a tedy je pouzita méné nez c cestami pred pouzitim pro novou cestu.

Odted budeme pracovat s délkami d takovymi jako po posledni iteraci algoritmu, kdy byla
vybrana kratka cesta.

Pokud OPT spoji (si,t;) cestou P} a algoritmus je nespoji, pak d(P}) > B¢. Takovych i
je nejvyse OPT — |I| a kazdou hranu z E pouzivd maximalné c cest P;". Celkové tedy mame
d(E) = B(OPT — |I]) e

Nyn{ omezime d(E) shora pomocf |I|. Na po¢atku algoritmu je d(E) = m < L. V iteraci,
kdy piidame kratkou cestu, zvysime jeji délku nejvyse na 3-d(P;) < B - ¢ = p°L. Celkové
tedy mame d(E) < (1 + |I])3°tL.

Kombinaci obou odhadii dostavame B¢(OPT — |I])/c < d(E) < (1 + |[I))3°t! a tedy
OPT < (1 +|I|)ef + |I|. Z toho, ze c¢ je konstanta a |I| > 1, plyne aproxima¢ni pomér
O(B) = O(m!/(e+D), O

fada specidlnich piipadu tak i zavislost na poc¢tu vrcholi namisto po¢tu hran. Pro variantu
orientovanych grafu bez kapacit je ale mozné dokézat, ze pomér ©(y/m) je nejlepsi mozny
v zavislosti na poctu hran.

6 Algoritmy zalozené na linearnim programovani

Nyni se budeme vénovat algoritmium zaloZzenym na linedrnim programovéani. Zékladnim kro-
kem takovych algoritmu je zformulovat dany kombinatoricky problém jako linearni program, u
kterého celociselna piipustnd feSeni presné odpovidaji pfipustnym feSenim kombinatorického
problému. Nésledujici krok je feSeni tohoto linedrniho programu bez omezeni na celociselnost
feSeni; tento linearni program se pak nazyva linearni relaxace daného problému.

U nékterych problému nastane §tastnd situace, Zze optimdlni feseni linedrniho programu je
celoc¢iselné, a pak mame i optimalni feSeni kombinatorického problému. Na tom jsou zalozeny
napft. nékteré algoritmy pro parovani nebo toky v sitich.
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funkci lepsi, nez je celociselné optimum. Pak optimum linedrniho programu muzeme vyuZzit
dvojim zptsobem. Jednak jako odhad na celo¢iselné optimum, a jednak jako zdklad pro kon-
strukci neptili§ vzdaleného celo¢iselného feseni. V nékterych piipadech jde o koncepéné jed-
noduché zaokrouhlovani, jako vyuzijeme u algoritmu pro splnitelnost, jindy jde o podstatné
predvedeme u problému mnozinového pokryti.

Poznamenejme jesté, ze u jednoho problému muzeme pracovat s ruznymi relaxacemi, ¢asto
je pro dosazeni dobrého vysledku klicové zesileni relaxace napiiklad tim, Ze pomoci dalSich
podminek zajistime, ze optimum relaxace nemuze byt piilis vzdalené od celoc¢iselného optima.

6.1 Splnitelnost

Splnitelnost je zakladni rozhodovaci problém, a neni tedy pfekvapivé ze i jeho optimalizaéni
varianta ma dulezité misto mezi optimaliza¢nimi problémy. Jde o néasledujici variantu, kdy se
snazime najit ohodnoceni, které maximalizuje pocet splnénych klauzuli.

MAXSAT
Vstup: konjunkce klauzuli C1 A ... A Cy,, kazdd klauzule C; je disjunkce k; literalu,
kazdy literal je proménna x1,...,x, nebo jeji negace -x1,..., ;.

Viystup: ohodnoceni (ay,...a,) € {0,1}™.
Cil: maximalizovat pocet splnénych klauzuli.

Budeme predpokladat, ze kazda klauzule je neprazdnd, ze se literaly v klauzuli neopa-
kuji a ze zadna klauzule neobsahuje nékterou proménnou i jeji negaci jako literdl. To neni
nijak omezujici, protoze prazdna klauzule je pro kazdé ohodnoceni nesplnéné a klauzule obsa-
hujici z; V —x; je pro kazdé ohodnoceni splnéné. Piipustné feSeni instance, kde tyto klauzule
vynechdme, pak dava stejné dobré nebo lepsi feSeni i pro puvodni instanci.

Pro klauzuli C' a ohodnoceni @ oznacuje C(a@) pravdivostni hodnotu klauzule C, tedy
1, je-li splnénd, a 0 jinak. Poznamenejme jesté, ze MAX-SAT patii k tém maximalizaénim
problémum, pro které je zvykem uvadét aproximacni pomér jako ¢islo mensi nez 1.

Obdobné jako u rozhodovactho problému SAT, varianty MAXSAT ziskdme omezenim
klauzuli na vstupu. Jestlize k; < k pro vSechna j, mluvime o MAX-kSAT, jestlize dokonce
k; = k pro vSechna j, pak mluvime o MAX-EASAT. Optimum MAX-SAT je pocet vSech
klauzuli, pravé kdyz je celd formule splnitelnd; MAX-SAT i MAX-3SAT je tedy také N P-
tézka tloha. Ponékud prekvapivé je, ze i MAX-2SAT je N P-tézky problém, prestoze 2SAT
je polynomidlné fesitelny.

Uvedené aproximac¢ni problémy maji aproximaéni algoritmy s konstantnim aproximacénim
pomeérem, které si predvedeme. Pro zadny z nich v8ak neexistuji aproximaé¢ni schémata, na-
opak pro néjaky konstantni pomér R ruzny od 1 by R-aproximaéni algoritmus implikoval
P = NP. Podobné je to s obtiznosti aproximace napi. pro problém obchodniho cestujiciho.

Nyni navrhneme nékolik pravdépodobnostich algoritmi, pozdéji v kapitole 6.2 si ukdzeme,
jak je modifikovat na deterministické algoritmy. Ve vSech ptipadech bude zasadni odhadnout
pro kazdou klauzuli pravdépodobnost jejiho splnéni. Pocet splnénych klauzuli je pak soucet
prislusnych indikatorovych proménnych, ktery snadno odhadneme z linearity stfedni hodnoty.
Pro tento vypocet si vSimnéme, Ze pro ohodnoceni @ vybrané pravdépodobnostnim algoritmem
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A je Cj(a) zéroven indikatorova proménnd jevu, ze C; je splnénd. Pro pocet splnénych klauzuli
tedy mame
m m m
Bl = E S ¢i@| =S Blo;@) = Pricy@ = 1].
j=1

j=1 j=1

Zatneme dvéma algoritmy, které nevyuzivaji linedarni programovani. Prvni z nich jed-
noduse zvoli ndhodné ohodnoceni bez ohledu na vstupni formuli.

RAND-SAT

Vstup: konjunkce klauzuli C; A ... A Cpy,.

Vyber ohodnoceni (ay,...,a,) € {0,1}" uniformné nadhodné.
Vistup: @ = (ai,...,an).

Lemma 6.1. Pro kaZdou klauzuli C; s k; literdly je Pr(C;(d@) = 1] =1—27%.

Drikaz. Pro klauzuli existuje jediné ohodnoceni, kdy neni splnéna, a to mé pii k; literdlech
pravdépodobnost 27%i . ]

Véta 6.2. Algoritmus RAND-SAT je 1/2-aproxzimacéni pro MAX-SAT a 7/8-aprozimacni pro
Max-E3SAT.

Diikaz. Algoritmus evidentné bézi v linedrnim case.

Pro MAX-SAT je k; > 1 pro vSecna i, tedy podle Lemmatu 6.1 mdme Pr[C;(@)] > 1/2
a celkové E[A] = 377", Pr(C;(a@) = 1] > m/2 > OPT/2, protoze OPT < m pro jakoukoliv
instanci.

Pro MAX-E3SAT je k; = 3 pro vsecna i, tedy podle Lemmatu 6.1 mame Pr[C;(d)] = 7/8
a celkove E[A] =377, Pr(C;(a) = 1] = tm > IOPT. O

Je pozoruhodné, ze RAND-SAT je nejlepsi mozny aproximaéni algoritmus pro MAX-
E3SAT; vime, ze 7/8 4 e-aproximacni algoritmus pro libovolné € > 0 implikuje P = N P.

Pro RAND-SAT je paradoxné obtizné splnit klauzule s jedinym literdlem. To se d4 snadno
zlepsit néasledujici modifikaci, kterd zajisti, ze kazda klauzule, kterou muze splnit optimum,
je splnéna alespon s pravdépodobnosti rovnou poméru zlatého fezu.

BI1ASED-SAT
Vstup: konjunkce klauzuli Cy A ... A C,y,.
Vyber a; € {0, 1} nezavisle ndhodné takto:
e Jestlize x; se vyskytuje jako jednoprvkova klauzule castéji nez —x;, pak zvol
a; = 1 s pravdépodobnosti ¢ — 1 = (/5 —1)/2 ~ 0.618 a a; = 0 jinak.
e Pro zbyvajici i zvol a; = 0 s pravdépodobnosti ¢ — 1 = (v/5 —1)/2 aa; = 1
jinak.
Vistup: @ = (a1, ... an).

Véta 6.3. Algoritmus BIASED-SAT je (¢ — 1)-aprozimacni algoritmus pro MAXSAT, kde
¢—1=(v/5-1)/2~0.618.
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Diikaz. Algoritmus bézi v polynomialnim case.

Z dvojice klauzuli x; a —x; je pii kazdém ohodnoceni pravé jedna splnénd, muzeme tedy
pro ucely analyzy kazdou takovou dvojici vynechat.

Zbyvajici klauzule délky 1 jsou splnény s pravdépodobnosti piresné ¢ — 1. Klauzule délky
k > 2 jsou splnény s pravdépodobnosti alespoit 1 — (¢ — 1)¥ > 1 — (¢ —1)2 = ¢ — 1.

Vypocet pomoci indikatorovych proménnych a linearity stfedni hodnoty je obdobny jako
u RAND-SAT. O

Pro pouziti linedrniho programovani potfebujeme MAX-SAT zformulovat jako celo¢iselny
linedrni program. To neni Uplné pfimocaré, pouzijeme dva druhy proménnych. Proménné y;
odpovidaji ohodnocenim jednotlivych proménnych, proménné z; odpovidaji hodnotam jed-
notlivych klauzuli.

Zavedeme znaceni z; € Cj resp. -x; € Cj, které znamena, Ze x; resp. —x; se v klauzuli C}
vyskytuje jako literal. Polozme

FCY= Y wi+ > (L—w).

i:x; €05 i:mx;, €C;
Uvazme nésledujici linearni program:
m
maximalizuj g Zj
7=t (6.1)

Pro  Yi,...,Yn €[0,1], z1,..., 2z, € [0,1]
za podminek  f(C;) > 2z proj=1,...,m

Potom optimélni spliiujici ohodnoceni piesné odpovidaji optimélnim celoéiselnym feSenim.

Presnéji, kazdé ohodnoceni pro formuli odpovidéd celo¢iselnym hodnotam y1,...,%n, & po-
kud 21, ..., 2z, nastavime na maximélni hodnoty dané podminkami linearniho programu, tak
méame celo¢iselné feSeni s ucelovou funkei rovnou poctu splnénych klauzuli. Jiné nastaveni
21y .., 2Zm vede k nizsi hodnoté ucelové funkce a nemiize tedy byt optimalni.
LP-SAT
Vstup: konjunkce klauzuli C; A ... A Cpy,.
(i) Necht yi,...,y%, 25,..., 2% je optimum linedrn{ relaxace (6.1).

(ii) Vyber a; € {0,1} nezavisle nahodné tak, ze a; = 1 s pravdépodobnosti y; a
a; = 0 jinak.
Vistup: @ = (a1, ... ay).

Lemma 6.4. Pro kaZdou klauzuli C; s kj; literdly je

Pr(Cy(@) = 1] > (1 - (1 - é>k> o> <1 - i) 2.

Diikaz. Optimum linedrntho programu (6.1) a pravdépodobnosti Pr[C;(@) = 1] se nezméni
pii pfejmenovani proménych a také pfi vyméné proménné za jeji negaci. Pfesnéji, pokud
instanci I’ ziskdme z instance I tak, Ze zménime vSechny literdly x; na —x; a naopak, pak z
kazdého pifpustného feseni (6.1) pro I ziskdme pifpustné feseni (6.1) pro I’ tak, ze hodnotu
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y; zménime na 1 — y;. Tato zména nezméni ani hodnotu tcelové funkce ani pravdépodobnosti
Pr[C;(a) = 1] v algoritmu.

Z této symetrie plyne, ze staci dukaz provést pro Cj = x1 Vo2 V - -+ V zp;. Pak prislusnd
podminka linedarniho programu déva yj + ... + yzj > z; a za pomoci nerovnosti mezi arit-
metickym a geometrickym prumeérem v prvni nerovnosti dostavame

k; k; ks ks

1 1 & Z\M
Prici(@) =0 =[[0-w) < | -> (0-u)] = 1_1@;% §<1_k]j> '

i=1 J =1

Nynf si véimneme, ze funkce f(t) = 1 — (1 —t/k)* je na intervalu [0, 1] konkavni, protoze jeji
druhd derivace podle t je zapornd. Muzeme ji tedy zdola odhadnout linedrni funkci prochézejici
pifslusnymi dvéma krajnimi body. Ty spocitdame: f(0) = 0 a fi(1) = 1 — (1 — 1/k)*. Pro
z7 € [0, 1] tak dostdvdme

PriC @) =1]>1— <1 _ z)’“ > (1 _ <1— é>k> 2

Posledni nerovnost ve znéni lemmatu je standardni odhad na 1/e. O]

Véta 6.5. Algoritmus LP-SAT je 1 — 1/e ~ 0.63-aprozimacni algoritmus pro MAXSAT.

Diikaz. Algoritmus lze implementovat v polynomialnim ¢ase za pomoci polynomiélniho algo-
ritmu pro linedrni programovani.

Podle Lemmatu 6.4 mame Pr[C;(@)] > (1 —1/e)z} a celkove E[A] = 3710, Pr(C;(a) =
1> (1-1/e)>7 %, 25 > (1 = 1/e)OPT. V posledni nerovnosti jsme vyuzili toho, ze opti-
mum linearni relaxace je rovno nebo vétsi nez celo¢iselné optimum, které je také pripustnym
FeSenim. O

V predchozim dikazu jsme ukézali, ze feSeni dané algoritmem je blizké nejen optimu,
ale dokonce optimu linearni relaxace. Pouzili jsme tedy optimum linearni relaxace jako horni
odhad na optimum kombinatorického problému, zatimco pro algoritmus RAND-SAT jsme
pouzili jen trividlni horni odhad m.

Aproximacni pomér algoritmu LP-SAT je jen nepatrné lepsi nez u BIASED-SAT. Muzeme
si ale vSimnout, ze algoritmu LP-SAT necini problémy kratké klauzule, zatimco na delSich
klauzulich jsou nage odhady dokonce horsi nez pro RAND-SAT. Nésledujici algoritmus zkom-
binuje LP-SAT a RAND-SAT tak, ze odhady pro klauzule vSech délek jsou piiblizné stejné.

BEST-SAT
Vstup: konjunkce klauzuli C; A ... A Cpy,.
e S pravdépodobnosti 1/2 pouzij algoritmus RAND-SAT a jinak algoritmus LP-
SAT.

Véta 6.6. Algoritmus BEST-SAT je 3/4-aproximacni algoritmus pro MAX-SAT.

Diikaz. Algoritmus lze implementovat v polynomialnim ¢ase stejné jako ptedchozi algoritmy.
Pro klauzuli C; s k; literdly dostdvame z Lemmat 6.1 a 6.4

B 1 oy 1 1\%\ ,_ 3,
. — > = _ _ _ [ S >
Pr(C;(@) =1] > 5 (1 2 J) + 5 (1 <1 kj> > 2 2%
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Posledni nerovnost pouziva nerovnost zj* < 1 a rozbor piipadi podle hodnoty k; podle
nasledujici tabulky:

k; | RAND-SAT LP-SAT BEST-SAT
1 0.5 1 0.75
2 0.75 0.75 0.75
>3 > 0.875 >1—-1/e~0.632 > 0.75
Celkové mame E[A] = 70", Pr(C;(@) = 1] > 327:1 z; > s50PT. O

Nabizi se otdzka, zda je mozné aproxima¢ni pomér 3/4 pro MAX-SAT déle zlepsit.
Ukéazeme, ze to neni mozné na zakladé odhadu daného na$i linearni relaxaci. Uvazime-
li jako vstup formuli se dvéma proménnymi a vSemi ¢tyfmi moznymi klauzulemi, tj.
(1 V x2) A (1 V —z2) A (021 V 22) A (m21 V 29), je ziejmé, ze OPT = 3, protoze pro
kazdé ohodnoceni je jedna klauzule nesplnénd. Naproti tomu linedrni relaxace ma piipustné
feseni y1 = yo = 1/2, 21 = 29 = 23 = z4 = 1 s icelovou funkei rovnou 4. V tomto piipadé je
tedy pomér mezi optimem kombinatorického problému a optimem linedrni relaxace 3/4. Mini-
mum tohoto poméru pfes vsechny instance (anebo maximum pro minimaliza¢ni problémy) se
nazyva mezera celociselnosti (integrality gap) linedrni relaxace. Pokud nepouZzijeme silnéjsi
odhad na optimum nez je optimum dané linedrni relaxace, nemuze byt aproximacni faktor
lepsi nez mezera celo¢iselnosti.

Pro MAX-SAT existuji lepsi aproximacni algoritmy, ty jsou vSak zalozené na podstatné

6.2 Odstranéni nahodnosti metodou podminénych pravdépodobnosti
6.3 Mnozinové pokryti

6.3.1 Formulace problému a souvisejicich linearnich programu

SET COVER

Vstup: Systém mnozin Si,..., S, C {1,...,n}, jejich ceny ci,..., ¢y > 0.
Vijstup: Podsystém S;,i € I, I C {1,...,m} takovy, ze J;c; Si = {1,...,n}.
C'il: minimalizovat cenu I, tj. >, ; ¢;.

Dulezité parametry problému: g = max; |S;|, f = max. [{j | e € S;}|.
Pro analyzu i formulaci algoritmu pro mnozinové pokryti vyuzijeme linedrni programovani
a dualitu. Primarni linedrni program je:

m
minimalizuj Z Ci%i
=1
pro  Ii,...,Tm >0 (6.2)

za podminek Z r; > 1 proe=1,...,n
j:e€S;
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a dudlni linedrni program je:

n
maximalizuj Z Ye

e=1
pro  Yi,...,Yn =0 (6.3)
za podminek Z Ye < ¢ proj=1,....,m
e:e€S;
Intuitivn{ vyznam duality...
Slaba véta o dualité...
Podminky komplementarity...
6.3.2 Hladovy algoritmus
GREEDY-SC
Vstup: Systém mnozin Si,..., S, C {1,...,n}, jejich ceny ci,..., ¢y > 0.
(1) I:=0, E:=0.

(2) Dokud nejsou pokryté vsechny prvky, tj. £ C {1,...,n} opakuj:

Pro j e {1,...,m} s S; € E poloz p; := ¢;/|S; \ E|.

Necht jo je takové, ze pj, je definované a minimalni.

Poloz qe := pj, pro véechna e € [Sj, \ E|; poloz I :=I1U{jo} a E:=EUSj,.
Vystup: 1.

Ukézeme, Ze hladovy algoritmus md aproximacni pomér H, < H,. Nejdiive piiklad, Ze
nemuze byt lepsi. Systém ma n jednoprvkovych mnozin S; = {j} s cenou ¢; = 1/j a jednu

n-prvkovou S, 11 = {1,...,n} s cenou ¢,4+1 = 1 + € pro malé € > 0. GREEDY-SC postupné
vybere mnoziny S, ..., S1 s celkovou cenou H,, zatimco optimum vybere jedinou mnozinu
Sn+1-

Véta 6.7. Algoritmus GREEDY-SC je Hy-aprozimacni algoritmus pro mnoZinové pokryti.

Dukaz. Algoritmus bézi v polynomidlnim case.

Uvéazime vektor q a ukdzeme, Ze je nejvySe Hg-krdt vétsi nez piipustné feseni dudlniho
programu. Presnéji, ukdzeme, ze q' = Higq je pripustné feseni dualniho programu. Evidentné
jsou ge nezaporna.

Déle potiebujeme pro kazdé j = 1,...,m ukdzat platnost podminky

> g <g. (6.4)

e:e€S;

Oznacme prvky S; = {e1,...,e;} tak, ze algoritmus pokryje nejprve prvek ey, pak e,_; atd.,
az nakonec ej. (Prvky pokryté ve stejné iteraci uspordddme libovolné.) Z definice g plati
k<g.

Pro e; € S; plati, Ze jsme ho v iteraci, kdy bylo pokryto, mohli pokryt také mnozinou S;
s cenou p; < ¢; /1, protoze jesté alespon ¢ prvki ey, ..., e; z Sj neni pokryto. Je tedy g, < ¢;/i.
Nyni odhadneme levou stranu (6.4) a podminku dokézeme:

1 g 1 e 1
2 U= 2 e S 2y =g i<
=1 =1

e:e€S; 9
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Dokézali jsme, ze q’ je piipustné feSeni dudlniho programu.

Z konstrukce algoritmu vidime, ze > jer € = > o1 ge- Navic podle dudlni ucelova funkce
pripustného feseni q' je dolnim odhadem optima linedrniho programu a tedy i optimdlniho
celo¢iselného feseni. Dostdvdme > ., qe = Hg> o1 q. < Hy- OPT, a tedy vysledné feseni
je Hg-aproximace. ]

6.3.3 Zaokrouhlovani LP a primarné-dualni algoritmus

LP-SC
Vstup: Systém mnozin Si,..., S, C {1,...,n}, jejich ceny c1,..., ¢y > 0.
Necht z7,...,z% je optimum linedrniho programu (6.2).

Vistup: I = {j | % = 1/f).

PRIMARNE-DUALNT SC
Vstup: Systém mnozin Si,...,S, C {1,...,n}, jejich ceny cy,..., ¢y > 0.
(1) y1,.-yyn:=0. I :=0. E:= 1.
(2) Dokud existuje e € E, pro néjaké takové e proved:
§ 1= minj.ees; (cj — Zeesj ye).
Ye = Ye + 0.
Pro vSechna j takova, ze e € Sj a Zeesj Ye =cjpoloz I :==1U{j} aE :=FEUS;.
Vystup: 1.

6.4 Vrcholové pokryti

VERTEX COVER

Vstup: Graf G = (V, N), ceny vrchola ¢, > 0, v € V.

Viystup: Podmnozina vrcholu W C V takové, ze (Ve € E)e N W # ().
C'il: minimalizovat cenu W, tj. > _y co.

Vrcholové pokryti je specidlnim piipadem mnozinového pokryti, kde f = 2 a g < n je
maximalni stupen grafu.

Kombinatoricky aproximaé¢ni algoritmus pro nevazenou verzi...

Vztah k nezavislé mnoziné, rozdilnost aproxima¢niho poméru...

Pfevod na mnozinové pokryti...

LP a algoritmus pro vazenou verzi...

minimalizu]j Z CyTy
veV
pro 1z, >0 (6.5)

za podminek  x, +x, > 1 pro {u,v} € E
7 Hasovani a implementace slovniku

7.1 HasSovaci funkce

Definice 7.1. Necht U a V jsou mnoziny, m = |U| a n = |V| jejich velikosti a H systém
funkei zobrazujicich U do V.
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Systém H se nazyva 2-univerzdlni systém haSovacich funkci jestlize pro kazdé x1,x2 € U,
1 # x5 a pro h uniformné ndhodné vybrané z H plati

Pryenlh(z1) = h(r2)] <

1
-

Systém H se nazyva silne 2-univerzdlni systém hasovacich funkci jestlize pro kazdé x1,xo €
U, x1 # x2, y1,y2 € V a pro h uniformné ndhodné vybrané z H plati

1
Prien(h(z1) = y1 Ah(z2) = y2] = —5.

Silné 2-univerzalni systém hasovacich funkci se také nékdy nazyvaji po dvou nezavislé
hasovaci funkce. To odpovida tomu, ze ndhodné proménné h(z) indexované x € U, kde h je
uniformné ndhodné vybrand funkce z H, jsou po dvou nezavislé. (Tedy po dvou nezévislé jsou
hodnoty h v ruznych bodech, ne ruzné funkce h.)

Pozorovani 7.2. Pro kazdy systém H existuji x1,xs € U, x1 # 2o takové, Ze

Prpen[h(z1) = h(z2)] >

1
g

S|

Lemma 7.3.

7.2 Dynamicky slovnik
7.3 Staticky slovnik

8 Paralelni algoritmy pro maximalni nezavislou mnozinu
v grafu

Necht d, zna¢i aktudlni stuperi vrcholu v v prubéhu algoritmu a N (v) mnozinu jeho sousedu.

PARA-MIS

Vstup: Graf G = (V, E).

I := (. Dokud V # (), opakuj nasledujici kroky.

(1) Paralelné pro kazdy vrchol v € V: Jestlize d, = 0, pak [ := [U{v} a V := V\{v}.

(2) Paralelné pro kazdy vrchol v € V: Ozna¢ v s pravdépodobnosti p, = 1/(2d,).
Pravdépodobnosti pro ruzné vrcholy a iterace jsou nezavislé.

(3) Paralelné pro kazdou hranu {u,v} € E: Jestlize oba u a v jsou oznacené, odeber
znacku z vrcholu nizstho stupné z nich (libovolnou znacku pro d, = d,).

(4) Necht S je mnozina oznacenych vrcholi a N(S) mnozina jejich sousedu. I :=
ITuSaV :=V\(SUN(Y)); z E odeber viechny hrany incidentni s vrcholem
v SUN(S)).

Definice 8.1. Necht je dédn graf G = (V, F). Vrchol v se nazyva dobry, jestlize m4 alespon
d,/3 sousedu stupné nejvyse d,. Ostatni vrcholy jsou $patné. Hrana je dobrd, obsahuje-li
dobry vrchol. Hrana je Spatnd, jestlize ma oba vrcholy Spatné.

Lemma 8.2. Existuje konstanta o > 0 takovd, Ze pro kazZdy dobry vrchol plati, Ze v jedné
iteraci algoritmu je odstranén s pravdépodobnosti alespon c.
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Dukaz. Vsimnéme si, ze vrchol je jisté odstranén, jestlize néktery z jeho sousedu je vybran
do mnoziny S.

Nejprve ukazeme, ze pro kazdy dobry vrchol v je pravdépodobné, ze néktery z jeho sousedul
bude v kroku (2) oznaceny. Podle definice mé vrchol v alespon d,,/3 sousedu stupné nejvyse
dy. Pravdépodobnost, ze algoritmus alespon jeden z nich oznadi je alespon

dy

1 3
1- ] (l—pw)ZI—(1—2d> >1—e"

wEN (v)

o=

> (,1535.

Jestlize je libovolny (ne nutné dobry) vrchol w oznacen, ukazeme, ze s pravdépodobnosti
alespon 1/2 zustane oznacen i po kroku (3). Oznaceni muzeme odebrat jediné, jestlize ma
oznaceného souseda stejného nebo vyssiho stupné; ten je vSak oznacen s pravdépodobnosti
nejvyse 1/(2dy). Vzhledem k tomu, ze w ma nejvyse d, takovych sousedu, celkova
pravdépodobnost odebrani oznaceni je nejvyse dy, - 1/(2d,,) = 1/2.

Spojenim obou odhadt dostavame, ze dobry vrchol je odstranén s pravdépodobnosti ale-
spofi a pro o = (1 — e~ 1/6)/2 > 0,0767. O

Lemma 8.3. V kazZdém grafu je alespori polovina hran dobrd.

Diikaz. Zorientujme vSechny hrany smérem ke koncovému vrcholu vétsitho stupné; maji-li oba
vrcholy stejny stupeii, vyberme libovolné. Ozna¢me d® pocet hran vchazejicich do v a dJ*
pocet hran vychézejicich z v. Z definice §patného vrcholu a orientace pro kazdy Spatny vrchol
v plyne, ze di"* < d,/3, a tedy d9* > 2d,/3 a di* < d%/2. Necht B a Ep oznacuji mnozinu
Spatnych vrcholt a hran. Z definice plyne, Ze kazda Spatnd hrana vede do Spatného vrcholu,

a proto dostavame:
Bol< Y ar <y < ]
- v 2 — 27
veEB veB
Dokaézali jsme, Ze nejvyse polovina hran je Spatnych. Alespon polovina hran je tedy dobrych.
O

Véta 8.4. Pravdépodobnostni algoritmus PARA-MIS najde mazimdini nezdvislou mnozinu
v grafu o n vrcholech v primérném case (log n)o(l) na polynomidiné mnoha procesorech.

8.1 Derandomizace pomoci po dvou nezavislych proménnych

Necht A, oznacuje jev, ze algoritmus v kroku (2) oznac¢i vrchol w. V puvodnim algoritmu
jsme tyto jevy volili nezavislé, s Pr[A,] = pw. V modifikovaném algoritmu tyto jevy zvolime
pii kazdém kroku (2) pouze po dvou nezavislé, pricemz pravdépodobnosti zachovame.
Vyhoda tohoto postupu je ta, Ze nyni algoritmus muzeme derandomizovat. Pro n
nezavislych jevu potiebujeme exponencidlné veliky pravdépodobnostni prostor, zatimco pro
n po dvou nezavislych jeva Ay, ..., A, vysta¢ime s pravdépodobnostnim prostorem veliosti
polynomidlni v n. Takové prostory zkonstruujeme napiiklad jako systém silné 2-univerzalnich
hashovacich funkci z minulé kapitoly, tedy naptiklad jako systém vsSech linearnich funkei v
télese o néco vétéim nez n; jev A; je pak vhodné uréen hodnotou ndhodné vybrané hashovaci
funkce v bodé i. (Pokud jevy maji pravdépodobnost 1/2, sta¢i dokonce prostor velikosti O(n)
dany Sylvestrovou matici.) Namisto ndhodné volby v algoritmu pak muzeme prosté vyzkouset
vSech polynomialné mnoho moznosti, v pripadé paralelniho algoritmu samoziejmé paralelné
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na ruznych procesorech. Tato metoda derandomizace je pomérné obecnd a pouzitelnd i pro
dalsi problémy a algoritmy.

Prvnim drobnym technickym problémem u naSeho algoritmu je to, ze konstrukce po-
moci hashovacich funkei umozni jako pravdépodobnosti jen nésobky 1/N pro N = nfW.
To vyresime tim, Zze nedosdhneme piesné pozadovanych pravdépodobnosti p,, ale jen jejich
dostatecné presné aproximace. Tato zména je pro analyzu nepodstatnd.

Druhym problémem je to, Ze volby v ruznych fazich algoritmu potiebujeme plné nezavislé.
Mizeme ovsem derandomizovat kazdou fazi zvlast, éemuz ostatné odpovidé vyse uvedeny
popis. Po dvou nezdvislé je oznaceni ruznych vrcholu v dané fazi, zde v ramci faze vyzkousime
paralelné vSechny volby a pokrac¢ujeme s tou, kde na konci fdze mdme nejméné hran.

Zbyva tedy provést analyzu jedné faze, tedy Lemma 8.2. Ostatni ¢asti dukazu véetné kom-
binatorického Lemmatu 8.3 zistavaji beze zmén. Piivodni dikaz Lemmatu 8.2 pro nezavislé
proménné je zalozen na faktu, ze pravdépodobnost oznaceni nékterého souseda vrcholu v
je rovna 1 — [, N(U)(l — pw). Tento vyraz jsme odhadli tim, ze jsme odhadli vSechny
¢leny odpovidajici sousedim malého stupné. Jiny a v podstaté ekvivalentni pohled je, ze po
roznasobeni je dominantnim ¢lenem polynomu linedrni ¢len ) N(v) Pw @ pravdépodobnost
oznaceni souseda je tomuto Clenu blizkd. Obdobné tvrzeni dokdzeme i v piipadé po dvou
nezavislych proménnych.

Diikaz Lemmatu 8.2. Nechf v je dobry vrchol a D C N(v) je mnozina jeho sousedu stupné
nejvyse d,. Z toho, ze v je dobry, plyne |D| > d, /3 a tedy

ZP >dv 1 1
w Z 5 73 — &~
weD 3 2, 6

Vezméme nyni za D’ C D néjakou na inkluzi minimédlni podmnozinu takovou, ze
> wep Pw > 1/6; ta existuje, protoze D' = D nerovnost spliuje. Jestlize |D'| > 2, pak
minimalita D" implikuje, ze pro vSechna w € D’ je p,, < 1/6. Jestlize |D’| > 3, pak mini-
malita D’ navic implikuje, Ze pro néjaké w € D’ je p,, < 1/12, a protoze toto w nelze z D’
odebrat, je > cppw < 1/64+1/12 =1/4.

Ukazeme, ze Pr{J,cp Aw] > 1/8. K tomu odhadneme pravdépodobnost sjednoceni po-
moci principu inkluze a exkluze takto (polovina u druhého ¢lenu je proto, ze kazdd neu-
sporadand dvojice vrcholu {w,u} se v sumé pres usporadané dvojice vyskytuje dvakrat):

Pl A= Y Pridu -5 Y PriAun Al

weD’ weD’ w,ueD’,
uFw
= pw_1 Dw * Pu = Pw 1_1 Pu | -
z 2 2
weD'! w,ueD’ weD’ ueD’!
uFW

Rovnost ve vypoctu vyuziva fakt, ze jevy A, a A, jsou nezavislé, k cemuz pfesné staci to, ze
cely systém jevu je po dvou nezavisly.

Nyni rozlisime nékolik piipadi. Pro D' = {u} je Pr[U,cp Aw] = pw > 1/6. Pro D' =
{u, v} je PrilUyep Aw) = (Pu + Pv) — Pu-Po >1/6 —1/36 > 1/8. Pro |D'| > 3 je

iy aiz Sa (15 5m) 25 (1-5) 5

weD’ weD’ ueD’
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Ve vSech ptipadech jsme ukézali, Ze pro kazdy dobry vrchol v je pravdépodobnost oznaceni
nékterého jeho souseda v kroku (2) alespont Pr{U,en(w) Aw] 2 PrilU,ep Aw] = 1/8 = 0,125.
Pravdépodobnost, ze vrchol w (soused) zustane oznaceny v kroku (3) je alespon 1/2. To
plyne ze stejného vypoctu jako pro nezavislé pravdépodobnosti. Zde vyuzijeme nezavislost
dvou jevu pro w a jeho souseda, pro ruzné sousedy w pouzivame pouze odhad na sjednoceni
pomoci souctu a ten nezavislot nepotiebuje.
Celkové tedy dobry vrchol odstranime s pravdépodobnosti alesponn o = 0,125/2 = 0,0625.
O

Vsimnéme si, ze jsme dostali skoro stejné silny odhad jako pro nezavislé jevy. Pozorny
¢tenaf si v8imne, ze pro horsl odhad bychom v dukaz mohli zjednodusit a rozebirat méné
piipadu velikosti D', naopak rozebrdnim vice piipadu bychom se mohli jesté o trochu piiblizit
odhadu pro nezavislé jevy.

9 Pravdépodobnostni testovani identit s maticemi a polynomy

9.1 Matice
9.2 Polynomy

Nyni se budeme zabyvat pravdépodobnostnim testovanim identit s polynomy, tedy rovnosti
polynomu vice proménnych. Podobné jako u matic staci testovat rovnost daného polynomu
nulovému polynomu.

Stejné jako u testovani identit s maticemi se efektivita algoritmu odlisuje podle zadani
polynomu. Pokud by polynom byl dédn explicitné jako soucet monomu, je jednoduché ovérit,
zda soucet koeficientid u monom1u se stejnymi mocninami proménnych je vzdy 0. Zajimavéjsi
je ptipad, kdy je polynom dan jinak, tfeba néjakou kratkou formuli nebo procedurou, kterd
umoznuje vyhodnoceni v libovolném bodé. Pak muzeme kratce zakédovat polynom s expo-
nencidlné mnoha raznymi monomy, napit. (14 z1)(1+z2)--- (14 x,) a rozvinuti polynomu a
porovnani vSéech monomu neni efektivni. Tomuto problému se #iké testovani polynomidlnich
identit, zkrdcené PIT (z anglického “polynomial identity testing”). V nasich aplikacich budou
polynomy casto dany ve formé symbolického determinantu.

Pokud pracujeme nad koneé¢nymi télesy, je testovani polynomidlnich identit jiny problém
nez testovani, zda se polynom rovnd nule pro vSechny hodnoty proménnych. Napiiklad nad
dvouprvkovym télesem se polynom x? — z vzdy vyhodnoti na 0, i kdyz se o nulovy polynom
nejednd. (Je-li polynom roven nulovému, pak ovSem i jeho hodnota je vzdy 0. Pro poly-
nomy vice proménnych je slozitost obou problému podstatné riznéd. Na problém testovani,
zda je polynom vsude nula, nad dvouprvkovym télesem se da zredukovat jazyk vyrokovych
tautologii, a to je coN P-uplny problém. Pro testovani polynomidlnich identit si predvedeme
efektivni pravdépodobnostni algoritmus. Tento rozdil oviem existuje jen u koneénych téles;
je-li téleso nekoneéné, pak polynom vsude rovny 0 je rovny nulovému polynomu. Jak uvidime,
totéz plati i v kone¢ném télese, které je dostatecné velké v zavislosti na stupni polynomu.

V naSem algoritmu budeme ve skute¢nosti testovat, zda je polynom rovny nule pro
nadhodné vybrany bod z dostatetné velké mnoziny. K tomu je nutné umét odhadnout pocet
kofentu. U polynomu s jednou proménnou je to jednoduché: Polynom stupné nejvyse d mé
nejvyse d korenti. Obdobny odhad plati i pro polynomy vice proménnych. Rekneme, ze cel-
kovy stupen polynomu je nejvyse d jestlize v kazdém monomu (v explicitni reprezentaci) je
soucet, stupni vSech proménnych nejvyse d.
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Lemma 9.1. Necht P(z1,...,x,) je polynom v n proménnych celkového stupné d nad télesem
K, ktery nend identicky nulovij. Necht S C K je konecénd neprdzdnd a necht ry,...,r, € S
jsou nezdvislé uniformné ndhodné promenné. Pak

PriP(ri,...,m,) =0] < —

Diikaz. Indukei podle n. Napisme polynom P jako P(zy,...,x,) = zbA(xo,...,zn) +
B(x1,...,2,), kde 2} je nejvyssi mocnina 21 v P a polynom B mé stupeii v 27 mensi nez k
(tj. A sdruzuje vSechny monomy P s z¥).

Uvédomme si, ze pro kazdé dva jevy E a F plati Pr[E] < Pr[F|+ Pr[E | =F]. Pouzijeme
tuto nerovnost pro jevy E <= P(ry,...,r,) =0a F <= A(ra,...,m) = 0.

Protoze stupen A je nejvyse d — k a A # 0, z indukéniho predpokladu plyne Pr[F] =
PriA(re,...,r,) =0] < (d—k)/|S].

Pro kazdou konkrétni hodnotu ro, ..., ry,, pro kterou A(ry,...,r,) # 0, je P(x1,7r2,...,70)
polynom stupné pravé k a tedy ma nejvyse k kofenu mezi |S| moznymi hodnotami pro ry.
Nahodné r je tedy kofenem s pravdépodobnosti nejvyse k/|S|. Prumérovéanim pies vSechny
hodnoty r,...,r, dostaneme Pr[E | =F| = Pr[P(ri,...,r,) = 0 | A(ro,...,m,) # 0] <

Celkové tedy Pr[P(r1,...,r,) =0] < (d—k)/|S|+ k/|S| = d/|S|. O

Algoritmus je ziejmy...

Pokud by existoval deterministicky algoritmus pracujici v polynomialnim ¢ase, plynulo by
z toho, Ze bud’ nékteré problémy v NEXP nelze pocitat polynomidlnimi booleovskymi obvody
nebo permanent nelze poc¢itat polynomialnimi aritmetickymi obvody.

10 Perfektni parovani

Nyni algoritmus pro testovani identit polynomu pouzijeme k testovani existence perferktniho
parovani a pozdéji postup modifikujeme pro nalezeni parovani.
Testovat budeme ve skutecnosti nenulovost urcitych symbolickych determinanti. Nyni
definujeme potiebné matice a dokazeme jejich zdkladni strukturdlni vlastnosti.
Edmondsova matice bipartitntho grafu G = (U,V, E) na vrcholech U = {uy,...,u,} a
V ={v1,...,v,} je matice polynomu B rozméru n X n definovédna pfedpisem
B — zij pro (ui,vj) € E
Yo jinak.
Véta 10.1. Necht B je Edmondsova matice bipartitniho grafu G = (U,V, E). Pak plati
(i) rank(B) je roven velikosti nejvétsiho parovani v G.
(i) Graf G md perfektni pdarovdani prdvé kdyz je matice B reguldrni.

Tutteho matice grafu G = (V, E) na n vrcholech V' = {vy,...,v,} je matice polynomu B
rozméru n X n definovana predpisem

Ty pro{v,vif € Bai<j
Bij = —7{i;y pro{vi,vj} € Eai>j
0 jinak.
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Definice 10.2. Necht ¢ je monom polynomu s proménnymi z., e € E. Pak F(q) oznacuje
multimnozinu hran z E, kde hrana e se vyskytuje tolikrat, kolik je stupen proménné x. v q.

Lemma 10.3. Necht q je monom, ktery md v determinantu Tutteho matice grafu G = (V, E)
nenulovy koeficient. Pak multigraf (V, F(q)) je disjunktnim sjednocenim sudych cykli a kazdy
vrchol md stupen rovny 2.

Véta 10.4. Necht B je Tutteho matice grafu G = (V, E). Pak plati:
(i) rank(B) je roven dvojndsobku velikosti nejvétsiho pdrovdni v G.
(i) Graf G ma perfektni parovani prdvé kdyz je matice B reguldrni.

10.1 Testovani existence perfektniho parovani

Pocitat determinanty umime v polynomidlnim ¢ase (nejlepsf zndmé algoritmy potiebuji n237%7

aritmetickych operaci).

10.2 Paralelni algoritmus pro nalezeni perfektniho parovani

Determinant umime pocitat rychle i na paralelnich strojich. Determinant matice s k-bitovymi
¢isly umime poéitat v case O(log? n) na O(n3°k) procesorech.

Naivni algoritmus, jeho korektnost pokud existuje jediné parovani...

Nasledujici dulezité lemma ukazuje, ze pro ndhodné zvolené vahy hran je v grafu jediné
perfektni parovani minimélni vahy. Vhodna modifikaci Edmondsovy ¢i Tutteho matice nam
pak umozni navrhnout rychly paralelni algoritmus pro hledani tohoto parovani.

Lemma je formulovdno pro obecné systémy mnozin daného univerza, pro naSe pouziti
bude vhodné univerzum mnozina hran daného grafu. V lemmatu je pozoruhodné jednak to,
ze vahy staci volit z malé mnoziny, konkrétné staci linedrni v poctu prvka univerza, a jednak
to, ze odhad pravdépodobnosti viibec nezdvisi na po¢tu mnozin v systému.

Lemma 10.5 (Izolujici lemma). Necht je ddn systém mnoZin Si,...,Sy C {ai,...,am}
a mnozina vah R C R, |R| r. Predpoklddejme, Ze wvolime wvdhy proki univerza

’

w(ay),...,w(am) € R uniformné a nezdvisle. Oznaéme vdhu mnoZiny S jako w(S) =

Y acs w(a). Pak

<

Pri(3,5 € {1,...,N},i # j)(w(S;) = w(S;) = mj\i[nw(Sk))] < m

k=1 r

Modifikovand verze Tutteho matice bipartitniho a obecného grafu...

PARALELN{ PERFEKTN{ PAROVANI{

Vstup: Graf G = (V, E).

(1) M := (. Pro kazdou hranu uv € E vyber nezévisle uniformné ndhodné véhu
w(uv) € {1,...,2|E|}.

(2) Necht C je Tutteho matice grafu G po substituci 2¥(“?) za, z,,.

(3) Spocitej det(C) a W takové, ze 2"V je nejvyssi mocnina dvojky, ktera délf det(C).

(4) Pro kazdou hranu {u,v} € E paralelné spocitej d = det(C1**}), kde C{%?} je
matice, kterd vznikne z C' vynechanim dvou fadku a dvou sloupctu odpovidajicich
u a v. Jestlize d - 22¢() /9W e liché celé éislo, pridej {u, v} do M.

(5) Paralelné pro kazdy vrchol zkontroluj, zda jeho stupen je 1. Pokud ano, vystup
M.
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Lemma 10.6. (i) Jestlize 2V je nejuétsi mocnina dvojky, kterd deli det(C), pak v grafu G
existuje perfektni pdarovani M s vihou nejvyse W/2.
(ii) Jestlize graf G ma jediné perfekind pdarovani M minimdlni vahy W/2, pak
(a) 2V je nejvétsi mocnina dvojky, kterd deli det(C) a

(b) hrana wv € E je v M prdvé kdyz nejuétsi mocnina dvojky, kterd déli det(C1+}), je
2W—2w(uv) )

Diikaz. Necht ¢ je monom, ktery méa v rozvoji determinantu Tutteho matice nenulovy koe-
ficient a F'(q) jemu odpovidajici multimnozina hran. Piispévek monomu ¢ k determinantu
modifikované Tutteho matice B je £2%(F(@) Nejprve ukdzeme pozorovéni, ze v grafu G
existuje parovani vahy nejvyse w(F(q))/2.

Pozorovani je trivialni, pokud F(q) odpovidd perfektnimu péarovani, tj. ¢ obsahuje x,
ve druhé mocniné pro kazdou hranu wv v parovani a F(q) je tvofeno parovanim s hranami
zdvojenymi do cyklu délky 2. Obecné tomu tak byt nemusi. Podle Lemmatu 10.3 tvoii F(q)
hrany sudych cykli. To znamend, ze muzeme F'(q) rozlozit na dvé perfektni parovani M;
a M, tak, ze z kazdy cyklus rozdélime na dvé parovani z nichz jedno ptiddme do M; a
druhé do M. Jestlize F(q) obsahuje cyklus délky 2, tak tato hrana bude v obou pérovénich.
Protoze v F(q) mé kazdy vrchol stupen 2, jsou vysledna parovani perfektni. Nyni je w(M7) +
w(Ms) = w(F(q)) a tedy bud w(M7) < w(F(q))/2) nebo w(Ms) < w(F(q))/2), coz dokazuje
pozorovani.

(i): Pokud 2W je nejvyssi mocnina dvojky, ktera delf det(C), pak existuje monom ¢ s
nenulovym piispévkem +2*(F (@) takovym, ze w(f(q)) < W. Podle dokézaného pozorovani
pak v grafu G existuje parovani vdhy nejvyse w(F(q))/2 < W/2.

(ii): Predpoklddejme, ze G ma jediné perfektni parovani M minimdlni vahy W/2.

(a): Monom s 2, ve druhé mocniné pro kazdou hranu uv € M piispiva £2" v rozvoji
det(C'). Ukazeme, ze pro kazdy jiny monom ¢ s nenulovym koeficientem v rozvoji je w(F(q)) >
W /2. Pro spor piredpokladejme, ze w(F'(q)) < W/2. Pak z konstrukce v pozorovani dostaneme
dvé parovani M; a M takova, ze w(My) +w(Msz) < W. Protoze M ma minimélni vahu, tak
W =2w(M) < w(M;)+w(My) < W. Nastavaji tedy rovnosti a protoze M je jediné parovani
minimélni vahy, tak plati M = M; = M> a monom ¢ je nutné monom odpovidajici parovani
M. V rozvoji det(C) je tedy jediny monom s pifspévkem +2" viechny ostatni nenulové
pifspévky jsou délitelné vétsi mocninou dvojky. Z toho plyne, ze 2V je nejvyssi mocnina
dvojky, ktera deli det(C).

(b): Pro hranu uv € E oznacme G1*} podgraf G indukovany vrcholy V' \ {u,v}. Pak
C{%v} je Tutteho matice grafu G1%*}. Rozlisime dva piipady.

Necht uwv € M. Graf G m4 jediné perfektni parovéani minimalni véhy, a tedy G{*v} m4
jediné perfektni parovani minimdln{ véhy, a to M \ {uv} s vdhou W/2 — wy,. Podle ¢&sti
(a) lemmatu pouzité pro G1»*} je maximélni mocnina dvojky, kterd déli det(C{**}) rovna
2W*2w(uv).

Necht uv € E'\ M. Z predpokladu o M plyne, Ze Gt} nemd 74dné perfektni parovani s
védhou W/2 —w(uv) nebo mensi, protoze jinak by spolu s hranou uwv tvorilo perfektni parovani
v G véhy nejvyse W/2 rizné od M. Podle &asti (i) lemmatu pouzité pro G1»¥} je det(C{%v})
délitelny 21+W—2w(uv), O

Véta 10.7. Algoritmus najde perfektni pdrovdni s pravdépodobnosti alespon 1/2 a pracuje
v éase O(log®n) na n®Y procesorech.

Existence deterministického paralelniho algoritmu podobné efektivity je oteviena.
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11 Rozvrhovani na pocitacich s nezavislymi casy

Nyni budeme studovat nasledujici zobecnéni rozvrhovani na identickych strojich. Vstupem je
matice hodnot p;;, kde p;; udédva dobu trvani dlohy j na stroji 7. Tyto hodnoty jsou na sobé
zcela nezavislé. Cilem je opét minimalizovat délku rozvrhu.

ROZVRHOVANI NA STROJICH S NEZAVISLYMI CASY

Vstup: Pocet stroju m, €asy béhu tloh p;; e RT,i=1,...,m,j=1,...n.
Vistup: Rozvrh, tj. rozklad mnoziny {1,...,n} na mnoziny I,..., I,.
Cil: minimalizovat délku rozvrhu, t.j. max;c(1,.. m} Zjeh Dij-

Nésledujici linedrni program je pfirozenou relaxaci problému a celociselnéd feSeni piesné
odpovidaji rozvrhum.

minimalizuj T

pro T'>0,x; >0, 1=1,...,m, 5=1,...n

m
za podminek wy = 1 proj=1,...,n (11.1)
=1
n
Zpijﬂfij < T proi=1,...,m
j=1

Bohuzel ale jeho optimum muze byt libovolné vzdalené celo¢iselnému optimu, takze ho pro
aproximaci nemuzeme pouzit. Piiklad...

Lépe nam poslouzi nasledujici linearni program pro rozhodovaci verzi problému s pa-
rametrem T udavajicim pozadovanou délku rozvrhu. VSechna piipustnd celociselnd feseni
odpovidaji presné vSem rozvrhum délky nejvyse T'. Navic bude mit tu vlastnost, ze pokud
ma piipustné zlomkové feseni, tak existuje celociselné reseni s délkou rozvrhu nejvyse 27'.

minimalizuj 0

pro z; >0, i=1,....m, j=1,...n

m
za podminek inj = 1 proj=1,...,n (11.2)
i=1

n
Zpijxij < T proizl,...,m
Jj=1

zi; = 0 pro p;; > T

Pro dané teseni linearniho programu definujme graf zlomkovych proménngch jako bipar-
titni graf G, kde vrcholy jedné partity jsou stroje {1, ..., m}, vrcholy druhé partity jsou tilohy
{1,...,n} a stroj i je spojen hranou s tlohou j pravé kdyz x;; je necelo¢iselna.

Lemma 11.1. Pokud je linedrni program (11.2) pripustny, tak existuje optimdlni reseni
takové, Ze graf necelociselnijch proménngch G je les. Navic takové reseni lze nalézt v poly-
nomidlnim case.

Diikaz. Pokud G obsahuje cyklus, ukdzeme, ze muzeme upravit hodnoty proménnych od-
povidajicim hranam cyklu tak, ze necelo¢iselnych proménnych bude méné. ... O
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LP-UNRELATED

Vstup: Casy p;j e RY,i=1,...,m,j=1,...n.

(1) Najdi pocate¢ni piipustny rozvrh tak, ze kazdé uloha j se rozvrhne na pocitac
¢ s minimalnim p;;; necht jeho délka je 7.

(2) Vintervalu [7/m, 7] najdi minimélni hodnotu 7', pro kterou m4 linedrni program
(11.2) pfipustné feseni.

(3) Necht ;5,4 = 1,...,m,j = 1,...n je piipustné feSeni linedrnfho programu
(11.2) takové, ze graf necelociselnych proménnych G je les.

(4) Dokud existuje necelo¢iselnd proménnd x;;, proved:
Necht i a j jsou takové, ze x;; je jedind necelociselnd z x;;r, j' = 1,...n. Piifad
tlohu j celociselné na stroj i, tj. x;; :=1 a xy; := —0 pro i’ # .

Vystup: Rozklad definovany jako I; := {j | z;; = 1}.

Veéta 11.2. Algoritmus LP-UNRELATED lze implementovat v polynomidlnim case a vysledek
je 2-aprorimacni algoritmus pro rozvrhovani s nezdvislymsi casy.

Diikaz. Predevsim musime ovéfit, ze algoritmus lze provést v polynomidlnim ¢ase, coz u kroki
(2) a (4) neni ziejmé.

V kroku (2) a (3) pouzijeme polynomidlni algoritmus pro linedrni programovéni. Déle
si uvédomime, ze struktura linedrniho programu (11.2) se v zdvislosti na 7' méni jediné v
bodech, kde T' = p;; pro n¢jaké i a j.

Jestlize les G je neprazdny, tak obsahuje list. List nemuze byt tdloha, protoze soucet
proménnych u ulohy j je vzdy 1, tj. Zi:l,...m x;; = 1; tedy nemuze byt z proménnych z;;,
i = 1,...m, pravé jedna necelociselna. List je tedy vzdy stroj a muzeme provést krok (4).
V kroku (4) se zachova celo¢iselnost proménnych, které uz celo¢iselné byly. Pro kazdy stroj
i se tedy provede nejvyse jedna iterace kroku (4), protoze po ni jsou viechny proménné z;;,
j'=1,...n, celociselné. Krok (4) tedy lze provést v polynomidlnim case.

... Zaroven alespon jedna zlomkova proménnd se stane celo¢iselnou.

Krok (4) provedeme pro kazdy stroj i nejvyse jednou a ¢as tloh ptifazenych na stroj i se
tim zvysi nejvyse o T'. celkova délka rozvrhu je tedy na konci nejvyse 27" O
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