Vycislitelnost 1
Zakladni funkce

O(z)=0

Sx)=z+1
IZL(lfl C ) =T
Syt (fy911,m)) = st bz n) = f(91(2[1,n]) - -
h(0,z(2,n)) = f(Z(2,n])
h(i, 212 n)) = 93, h (i, T(2,n))s T[2,n])

- gm (T[1,m)))
Rn(f,g) =hst. {

M, (f) = h s.t.

f(xpn),2) =0
B ) 4= 2 o § L0012 2)
Vi <z:f(@pn) d#0
e CRF- lze ji odvodit pomoci zdkladnich funkef.
e ORF- CRFa zdroven totdlni (véude definovand).
e PRF- lze ji odvodit bez pouziti minimalizace.
O: Zneuzit{ znaceni v tahdku: obcas CRFtiida (pisi f € CRF), obcas
zastupuje slova édsteéné rekurzioni funkce (pisi) f CRF n. f je CRF.
Meélo by byt jasné z kontextu.
T: PRF C ORF C CRF.
P:
o CRF&—-OREF je prdzdnd funkce f: g(z,y) =y + 1, f = M1(g).
o ORF&—-PRF je Ackermannova funkce. D4 se naprogramovat,
totalni téz, tedy je ORF. Pokud vsak definujeme tirovné vypoctu
pro kazdé k, tak se dokdzeme pomoci k for cyklu (PRF) dostat
jen do hloubky k a nikdy to tedy nepokryjeme celé.

T: TM ~ CRF, co se vypocetni sily tyce.
P:
T:Kleene Vk > 1 :

1. ACRF Y (e, 1‘[1,&]) univerzalni pro k proménnych.
2. Lze efektivné ziskat z funkce jeji e a z e funkci.
3. APRF1U&3PRF} 2T}, s.t.
Ui (e, p1,ky) = Upy(Tk(e, z01,17:9)))
4. APRFy,+15m prosta a rostouci s.t.
\Ij’m+”ﬂ(ev Yii,m]» LL‘[I, ’I’L]) ~ U (Sm(ev y[1,77L])7 w[l,n])
5. Univerzalni funkce je standardni.
T: Univerzdlni PRFneni sama PRF, univerzalni ORFneni sama ORF.
Univerzalni PRFje v ORF.

P: Prvni dvé ¢asti diagonalizaci.

Rekurzivni spocetnost

e x = pravdivostni funkce vyroku nebo charakteristickd funkce
mny.

PRP/ORP (predikéty) = jeho x je PRF/ORF.

RSP predikat = obor konvergence CRF.

M mna je rekurzivni = x € ORF.

M mna je rekurzivné spocetnd (RSM) = M = dom(f),f €
CRF.

o K ={zlx € W,}.

o Ko={(y,2)ly € Wa}.
T:Post M rekurzivni <+ M i M jsou RSM. P je ORP < P a —P
jsou RSP.

P: Tam: Kdyz je x € ORF, muzeme rozhodovat o pfitomnosti
i nepfitomnosti efektivné. Zpéatky: Prosté pustime oba vypoclty
soubézné, jeden se zastavi, nebot jsou obé RSM. Pro vyroky se to
ziskd z véty o selektoru (nize).

T:Vlastnosti ¥

1. Wy(e,z1,k)) 4> Yi(@[1,k)) 4 jsou RSP, ale ne ORP/PRP.
2. = (\Ilk(e, z[1,x)) 1,) ;T (\I/k(x[l,k]) i) nejsou RSP.
3. Uy nelze rozsitit do ORF.

P:

1. Ziejma.

2. Ui(z,z) 1 je RSP — 3g € CRF co to pocitd, tedy mé kéd zo,
diagonalizacni spor.

3. Varianta dukazu, ze neexistuje univerzalni PRF.

T:O selektoru VRSP, 1Q3ICRF¢ s.t.

(D(x[l,n]) 1 3Jy:Q (x[l,n]zy)
D(z(1,0)) 4 = Q (T[], ©(T[1,n)))

P: Pro Q € RSP3T Turinguv stroj takovy, ze T se zastavi a pfijme
vstup < Q([1,n],Y)-
o p € CRF > ma rek. spocetny graf.

e YRSM je oborem hodnot n&jaké CRF.
e Vf e CRF : Rng(f) € RSM.

Pievoditelnost

A<y, B=3f,f € ORF st.x € A<+ f(z) € B.

A <y B = f navic prosta.

M 1-tiplnd = M € RSM aVB € RSM : B <; M.
M m-uplnd = M € RSM aVB € RSM : B <,, M.

T:Vlastnosti K K € RSM, K neni rekurzivni, K je 1-Upln4.

P: Prvni dvé vlastnosti zfejmé, pro tieti vezméme W, a a(y,z,w),
kterd ji popisuje (w volnd). Pouzijeme s-m-n vétu, ziskejme h(y, z) =
sa(e,y,z). Pak Vy € Wy :

0‘(93,% w) I Ph(y,z) (w) I Qoh(y,x)(h(yv :17)) I h(yv 1‘) € K.

T:Vlastnosti Ko Ko je 1-uplna.
P: Pfevodem K na Kj.

Generovani RSM

D: f dsekovd = Dom(f) = [0, n].

O: PRF,ORF jsou usekové vzdy.

T:Generétqry PRM Rekurzivni mnoziny jsou pravé Rng rostoucich
usekovych CRF.

P:

e —“: o¢isluj prvky rek. mnoziny, f(0) = pz(z € M), f(k+1) =
py(y > f(k),y € M).

e < Pokud f neni totdlni, tak ji konetnym cyklem umime
vycislit, Rng(f) je rekurzivni. Pokud f totdlni je, tak musime
pro y najit z s.t. f(z) = y bez minimalizace. JenzZe vime, ze diky
usekovosti a rustu plati, ze 3z : < f(x). Tak prosté najdeme
horni mez pomoci y a pak minimalizujeme.

T: Rekurzivné spocetné mnoziny jsou pravé obory hodnot prostych
usekovych CRF.

P: Vyrob z ¢ mnozinu B = {(z,s)|¢(z) vydd = € M piesné po s
krocich }. Ta je rekurzivni, takZze m4a generdtor rostouci dsekovou f.
Zadefinujeme g(j) = (f(4))2,1 (prvni slozka). Funkce g je tisekovd a
prosté, nebot ke kazdému z existuje nejvyse jedno s.

T: Kazda RSM
podmnozinu.

Imunni a simple mnoziny

D: M imunni = |M| > w&W, C M — |Wz| < w.

D: X simple = X € RSM&X imunni.

O:Neefektivni konstrukce imunni mnoziny Prochdzej prvky Wy pro
kazdé x a pridavej elementy do M.

nekoneénd obsahuje nekone¢nou rostouci

O:Efektivni konstrukce simple mnoziny Definujme predikat Q:
Qz,y) <>y € Waky > 2z.

Tvrdime, ze A = Rng(y) je simple:

e Obor hodnot CRFje RSM.

e p(z) > 2z, pokud ¢(x) |— z mnoziny [0,2z] jsme do A dali
nejvys x ¢isel — A je nekoneéna.

e z konstrukce plyne: nepfidali jsme zadnou nekoneénou RSM do

A.
A je tedy imunni.
Véty o rekurzi
T:Prvni f € CRF1; — Ja s.t. YV :

©f(a) (@) 4= @a ().

P: Hledané a bude tvaru a = si(z,z). Protoze s1 € PRF, tak
©f(s1(z,2)) (@) je funkef jen z,z — Je s.t. :

Sof(sl(z,z))(z) =~ \I’Q(e’zfx) =~ \1’1(81(6, Z),I) =~ @sl(e,z)(m)'

Dosad za z = e, a = s1(e, e).
T:Druhd f € CRF; — drostoucig € PRF; s.t. Va :

Pr(a(5)) (®) = @g(j) (T)-

P: g(j) = s2(z, 2,7), vol z = e, podobné jako prvni véta.



T:Treti, pro vice proménnych f € CRF,11 — JaVa( ,) ¢
ba(@(1,n]) = f(a,z[1,m))-

P:

e Jedna proménna:

f(y7 J?) ~ Wy (67 yvx) =~ \111(81(67 y)7 J?) = Psi(e,y) (.73)
Vol g(y) = s1(e,y), pouzij prvnf vétu.
e Vice proménnych:
f(y, x[l,n]) ~Wnii(e,y, z[l,n]) ~ Un(si(e y), m[l,n])
\Ijn(sl (e:y):x[l,n]) =~ Psi(e,y) (m[l,n])

s1(e,y) ma pevny bod a, vol y = a.
T:Ctvrtd f € CRFpy1 — 39 € PRFy s.6. V2, Y1 ) :

Lpf(g(y[l,n]%y[l)n])(m) = gOg(y[l,n])(m)'

P: Vol g(y[1,n)) = s$n+1(2, 2, Y[1,n])s Zopakuj postup stejny, jako vyse.
T:Rice A bud netrividln{ tiidda CRFy — B = {z|¢s € A} nenf rekur-
zivni.

P: Sporem, existuje nutné b € B, ¢ € B, zadefinuj f(z) = b pokud
x & B, cjinak. f(z) je ORI — Je s.t. (o) () = pe(z), atedy e € B
aed B.

R: Nelze efektivné rozhodnout ekvivalence programu.

Produktivni a kreativni mnoziny

D: B je produktivni = 3® € CRF st.Va : Wy C B — ®(z) |
&®(z) € B Wy.

D: Funkci @, kterd dokazuje produktivitu pro B, také fikdme pro-
duktivni.

D: A kreativni = A RSM&A je produktivni.

O: K je kreativni. ® by byla identita.

O: f prostd a ORF, pak {z|f(z) € Wz} produktivn{

O: Kazdé produktivni mnozina obsahuje nekone¢nou RSM.
T:0 produktivni ORF VB produktivni 3 produktivni f € ORF.

P: B je produktivni, ® pfifazend produktivni funkce. Vysledkem (jako
obvykle) bude néjakd funkce f = ¢g(,) pro vhodné g.

a(z,y,z) I D(x) | &z € Wy,
— n vétu, dostaneme:

Nejprve pomocné funkce a(z,y, z):
Pouzijeme s —m

0‘(17,% Z) =~ @3(67 z,Y, Z) =~ \111(82(6, Zzy)v Z)'
Zadefinuj PRFB(z,y) = s2(e, z,y). Pak plati:
V1 (B(x,y), 2) L ®(x) | &z e W,,.

Co je Wg(g,y)? Pokud ®(z) 1, tak 0, jinak Wy.

Nyni aplikuj ¢tvrtou vétu o rekurzi:

dg € PRF : V1(B(9(y),v), 2) = ¥1(9(y), ).

Wy (y) je tedy Wa(g(y),y)- Kdyz ¥(g(y)) |, tak je to rovno Wy. Sporem
dok&zi, ze ¥(g(y)) nemuze nikdy divergovat.
T:0 produktivni ORFbijekci Kazdad produktivni mnozina B m4 i
piislusnou produktivni funkci, kterd je v ORFa je bijekci.
P: Z minulé véty mdame ORFf pro pfislusnou B. Tu nejdiiv
prepocitdme na surjektivni g, a nakonec i na injektivni h.
e V prvnim kroku vytvofime nekoneénou M s.t. x € M — W, =
w. Volime programy, které se zastavi na kazdy vstup.
e V druhém kroku zadefinujeme g(z) jako g(z) = f(z)|lz & M a
nebo g(z) = j, pokud z je j-ty prvek M.
e V tfetim kroku definujeme h(z) jako g(z), pokud neporusime
prostotu. Kdyz ji porusime, najdeme index y1 mnoziny Wy, =
Wz U{g(x)} a podivdme se na g(y1).
1. Pokud Wy, C B, tak g(y1) € B\Wy,. Kdyby i g(y1) se
trefilo do pfedchozich h(x), ptidej predchozi h(z) do Wy, ,
vytvor y2 a opakuj, dokud se nedostanes mimo predchozi
hodnoty h(z).
2. Pokud Wy, Z B, tak zvol h(z) libovolné z novych hodnot.
T:O ekvivalenci pojmi K <1 B <> K <, B < B je produktivni.
P:

e 1 — 2 jasné.

e 2 — 3: Ukdzeme, ze produktivita se zachovava vzhiru. Mame
C <m B,éiliz € C +» h(x) € B. Je-li W, C B, tak h=1(Wy) C
C. Sestrojime tedy B(z,y) tak, aby B8(z,y) I« h(y) € Wx.

e 3 — 1: Hleddme prostou h € ORF st.z € K <« h(z) € B.
Zadefinuj B(y,z,w) L+ w = f(y)&z € K. Pouzij s —m —n
vétu: Oé(y,it) = 82(e’y7 .”,13) - Woc(y,z) = {w‘f(w) = f(y)&:c
K}. Nynf pouzij ¢tvrtou vétu o rekurzi: 3g(x) s.t. pg,(2) ~
Pa(g(x),z) (Z)

Neoddélitelné mnoziny

2m

N

D: A, B jsou rekurzivné neoddélitelné = —3 rekurzivni M s.t. A
M&B C M.

D: A, B jsou efektivné neoddélitelné 3ICRF f s.t. :

(ACWo&B CWy&W,NWy =0) — f(z,y) § &f(z,y) § We UW,,.

O: Efektivné neoddélitelné mnoziny jsou rek. neoddélitelné.

P: Mém-li rekurzivn{ mnozinu M, pak snadno najdu funkce tak, aby
Wy =M a Wy = M atedy f nemuze existovat.

T: Rek. neoddélitelné mnoziny nemusi byt efektivné neoddélitelné.
T: Existuji dvé efektivné neoddélitelné mnoziny, a to: A = {z|pg(z) ~
0}, B = {alpa(x) ~ 1.

P: Méjme A C W, B C Wy. Vyrobime ¢, ) (w) divergujict, kdyz
w ¢ AUB. Uvahou plus pouzitim s —m —n véty vime, ze Foa(a,y) (W)
takova, ze vrati 1, pokud w padne do W, dfive nez do Wy, 0 naopak
a jinak diverguje. Diagonalizaci vidime, Ze @4 (4,4 (a(z, y)) diverguje.

O: Efektivné neoddélitelné RSM A a B jsou kreativni.
T:Dvojnd véta o rekurzi Pro ORFf,¢g existuji m,n s.t. o =~
P f(mn) &Pn = Pg(m.n)-

P: @p(ay) = VRA = Jarst. oragy),y) = Pa(y): Poaty)y) — VRI
= 3n 8.t Yg(a(n),n) = Pm- Vol m = a(n).

D:1-pfevoditelnost (A, B), (C,D) disj. dvojice, pak (A,B) <3
(C,D) = A <1 C pomoci h a B <1 D pomoci té samé h.

T:Ekvivalence 1-uplnosti a efektivn{ neoddélitelnosti (A, B) je 1-iplnéd
< (A, B) efekt. neodd.

P:

e .—“ (A,B) 1-dplné, mohu zvolit (C,D) efektivné ne-
oddélitelné, ze (C, D) <1 (A, B). Pfevodem pies h tam a zpét
ziskdm funkci dokazujici neodd. (A, B).

e % Mame (C,D) efekt. neodd., coz dokazuje f, a néjaké
(A, B). Zadefinuj W.,, (5y a W, (4 takto:

1(z

zeD— W’yl(w) =AU {f(’yl(x)v,Y?(z))}&W’yz(w) =B,
z€C — W) =BU {f('yl(a:),’yg(az))}&W,“(x) = A.
Pokud z ¢ C' U D pak f(yi(x),y2(x)) ¢ AU B. Pokud z € C,

tak f(y1(x),v2(z)) € A. Pro x € D podobné. Slozen{ f s v{1 2}
tedy dokazuje 1-uplnost.

Godelova véta

,V rozumnych teoriich je mnozina dokazatelnych a vyvratitelnych
formuli neoddéliteln4.«

D: Teorie T je axiomatizovatelnd = mnozina dokazatelnych formuli v
T je RSM.

T:Godel Jestlize teorie T' 1. fadu je ZAS a je bezesporné:

e Mnozina dokazatalnych formuli neni rekurzivni.
e je-li T axiomatizovatelnd, tak 3 formule f nerozhodnutelna v T'
a nelze v T rozhodnout vlastni bezespornost.

Reprezentovatelnost

D: f € CRF je reprezentovatelnd = f(z[1 ) = y <t F(z[15],Y) a
také F(w[l,n]7Q)& F F(x[l,n]vj) —q= .7

D: P predikat je diofanticky = Jp1,p2 polynomy s.t. Vz(y ) :

1,6 P(@[1,n]) < P11 0] Y[1,k]) = P2(T[1,n]> Y[1,K))-

T:Matjasevic P diofanticky <> P rek. spocetny.

P: Zpétna implikace je tézka a netika se, dopfedna naopak jednoduché
— zkou$ime vSechny moznosti.

T: Vf € CRF, f je reprezentovatelna, dokonce 3 formule, kterd ji
reprezentuje ve vSech teoriich.

P: Podle Matjasevice.
R: Jsou-li A, B disj. RSM, pak 3G formule v o1 s.t.
Verze 0.02, chyby zaruceny.



