Pravdépodobnostni metoda

Nastroje a odhady
T (Union-bound): P[JA;] < 37 P[As].
T (Markov): X nezdpornd, a > 0: P[X > aE[X]] < é

T(Cebysev): P[|X — E[X]| > Xo] < 5.

P: 02 = Var[X] = E[(X — E[X])?] > A\202P[|X — E[X]|] > Ao.
T(Cernov): Nechf S, je souctové ndhodnd proménné pro n minc s
hodnotami +1, —1. Pak: P[S, > a] < e—a®/2n

P: Vytvofime ndhodnou proménnou Y = %X,

u —un 2
E[Y] = [, E[e*¥i] = % < e™" /2, Pouzitim Markova pak
P[X >t]=P[Y > e¥] < E[Y]/e¥t < enu?/2=ut  Zyol y = t/n.
Zakladni pouziti

T(Hruby Ramsey): Vk > 3 : R(k, k) > 2k/2-1,

P: Vezmi G(n,1/2), pouzij union-bound na jev ,G obsahuje kliku
nebo nezavislou velikosti k.

D: m(k) bude oznacovat minimélni pocet hran k-unif. hypergrafu,
ktery neni 2-obarvitelny. m(2) = 3 — Fano.

O: m(3) > 7.

P: 6 hran hypergrafu. Nejvys 6 vrcholu: rozeber. Aspon 7: dva nejsou
spojené hranou, tak je spoj do jednoho vrcholu.

T(Odhad m(k)): m(k) > 2k—1.

P: Vezmi mensi ndhodny hypergraf. Zvol ndhodné obarveni, spocti
pravdépodobnost Ze existuje jednobarevnd (a tedy $patnd) hrana.
T: Pokud (Z)(l — 2711“)"7]c < 1, tak existuje turnaj s vlastnosti, ze
kazdych k vrchola méa spoleéného vst. souseda.

P: Union bound.
Nahodné permutace

D: Systém mnozin F' md prunik pokud maji prunik vsechny dvojice
mnozin z F.

T (Slune¢nicové lemma): Nosnd mnozina n > 2k. Pokud mé systém
k-prvkovych mnozin F prunik, tak |F| < (::} .

L(Lemma pro lemma): X = Z,, zadefinuj As = {s,s+1,...s+k—1}
pro s € X, n bud vétsf jak 2k. Pak F s priinikem obsahuje nanejvys
k z mnozin As.
P: Kdyz tam patii jedna A;, tak tam patii nanejvys ty, co se s ni
pronikaji (2k — 2), a ty se daji rozdélit jesté do disjunktnich dvojic.
P (Sluneénicové lemma): Budeme volit ndhodné s a ndhodnou o, co
pfepermutuje As. Diky lemmatu je nejvys k obraz o(As) uvnitt F,
¢ili Plo(As) € F] < k/n. Kazda k-tice mé ale stejné permutaci, ve
kterych je za sebou, &ili taky Plo(As) € F] = |F|/(}). Potitej dvéma
zpusoby.
D: Definujme n(k, 1) jako maximdlni n s.t. 34} ) & B[1 ) s:t-

1. |Ail = k,|Bi| =1,

2. A;NB; =0,

3. i# 75— A;NB; #0.

T (Bollobédsovo lemma o prunicich): n(k,l) = (kk-H)

P: Ndhodné prepermutuj prvky. Zadefinuj jev: U; = vSechny prvky
A; pFechdz{ v8echno z B;. P[U;| = 1/(kzl) U; a Uj nemohou nastat
zéroven, ¢ili 1 > PUU;] = 32, P[Ui] = n(*[1).

R: Spernerova véta.

Linearita stfedni hodnoty

T: Existuje turnaj, ktery mé alespon n!/2"~! Ham. cest.

P: Rozdél jev na jednotlivé permutace.

T: Kazdy graf s m hranami obsahuje bipartitn{ graf s m/2 hranami.

P: Derandomizaci nebo i deterministicky.

Alterace
T (Slaby Turdn): o(G) > n/2d.
P: Vezmi ndhodnou podmnozinu S, kazdy vrchol vloz s pravd. p.

2
E[|S|] = np. E[||S]|] = %. |S] —||S|| odpovida tomu, Ze smazeme z
kazdé hrany jeden vrchol. Zvolme p, at maximalizujeme E[|S|—[|S]|].

k
T(Dalsi Ramsey): Vk,n : R(k,k) > n — (2)217(2).
P: Vezmi ndhodné obarveni grafu na n vrcholech. Stfedni hodnota

[k
poc¢tu jednobarevnych k-klik je (2)21 (2) Existuje obarveni, co to

dosahuje, z kazdé kliky smaz jeden vrchol.

T (Erdos, obvod neurcuje barevnost): Vk, 3G s.t. x(G) > k & g(G) >
l.

P: Nastav € = 1/2l,p = n~1. Stfednf hodnota poctu cykli délky I je

l
E[X] <) n =o(n).
=3

Zvol n s.t. E[X] < n/4. To ndm dé E[X] < 1/2, pouzij Markova na
P[X >n/2] < 1/2.

Ted pocitej barevnost pomoci nejvétsi nezdvislé. (Barevné tiidy jsou
nezévislé.) a bud [3/plnn], pak mdme

P[a > a] < (n)(l — p) (g) < naefp(g) = e(lnnfp(afl)/Q)a.
a

To jde do nuly, tedy zase mdme Pla] < 1/2. SmaZz jeden vrchol ze
v8ech kratkych cyklu. Zbyde pulka vrcholi, barevnost odhadni veli-
kosti .

T: Existuje mnozina S n vrcholi v jednotkovém ctverci, kde nejvétsi
trojihelnik ma obsah alepson T(S) > 1/(100n2).

P: Zvol tii body A, B, C uniformné z mnoziny vsech bodu ve ¢tverci.
Necht je |AB| = z. Chceme odhadnout P[u(PQR) < c|. Nejdiiv na-
jdeme vzorec pro P[b < z < b+ Ab]. Kdyby to platilo, tak jsou A
a B od sebe nékde mezi dvéma kruhy, ¢ili Pb < z < b+ Ay <
(b + Ab)2 — 7b2. V limité P[b < x < b+ db] < 2mbdb.

No a pokud vzdélenost je kolem b, pak vyska musi byt nejvys 2¢/b,
coz znamend, ze R je v pasu sitky 4c/b a sfiky v/2. Nynf zintegrujeme
moznosti podle b:

V2
/ (27b) (4v/2c/b)db = 16mc.
0

Zvolime ¢ = 1/(100n2) a spocitdme stfedni hodnotu poétu trojic,
které spliiuji, ze jejich obsah je vic nez c. Je to E[T] < (2;) (0.6n72) <
n. Alterujeme.
T(Komlés, Pintz, Szemerédi): T(S) = Q(1281).
n

Dependent Random Choice
L(Zékladni DRC): G graf, |G| = n,d prum. stupen. Pokud exis-
tuje prirozené cislo t takové, ze nf—il — (f)%t > a, pak G obsa-
huje podmnozinu vchola |U| = a s.t. Vr vrcholi z ni mé alesponn m
spole¢nych sousedu (zna¢ime |Ns(R)| = m.
P: Zvol ¢ vrcholui T ndhodné s opakovdnim. A = Ng(T),
X = |A]. Pouzijeme konvexitu z! pro nerovnost: E[X] =

Ng t _ _
Soeviay (BaL) = n S (IN@)) = n (S INe(0)/n)! =

t

d
nt—1°

Y bud pocet $patnych podmnozin A, tj. s velikosti r ale s méné jak

m spoleénymi sousedy. P[S C A] = (|[N(S)|/n)t, a tedy E[Y] <
t

Alteruj, E[X — Y] > a, smaZ §patné vrcholy.

L: Pokud mdme podmnozinu U C V(G), |U| = a takovou, ze kazd4 r

prvkovd podmnozina mé alesponn a + b spoleénych sousedu, tak sem

umime vnofit H bipartitni s partitami velikosti a, b, kde jedna z nich

mi A=r.

P: Indukci, spole¢nych sousedu je a + b a to sta¢i pro vnofovani vr-

cholt s max. stupném b (spole¢ni sousedé mohou byt opét v U, to

nevadi).

T: H bipartitni graf s A = r v jedné partité — ex(n, H) < en?2=1/7,

P: Volm =a+b,t =7, ¢c = max <a1/T,3%+b), [|IG|| > ex. Pak

d > 2en'=1/7 odhadni r! pomoci (r/e)” a konecné:

_n'(atd)""

>c" >a.
7! n

(20)"
Pro celkové vitézstvi aplikujeme predchozi lemma.
Rozptyl
T:Vm > 1: (37) > 227 /(4y/m + 2).
P: Vezmi ndhodny soucet 2m 0/l-proménnych s p = 1/2. E[X] =
m, Var[X] = m/2. Cebysev dava: P[|X — m| < /m] > 1/2.
Pravdépodobnost, ze X nabyde presné m + k pro |k| < \/m, je nejvys
(nfr_"k)2_2m < (27:1")2_2”’. Celkem tedy:
2m —2m
1/2< 3 PIX=m+k< (2\/5—1)( )2 .
Ikl </ m

L(O malém rozptylu.): Necht X; je posloupnost proménnych, pro

které plati limp o0 % = 0. Pak limp 00 P[Xp > 0] = 1.

_(k(n)
L: Pokud k(n) je funkce spliujici limn— oo (k&))Z ( 2

plati: lim, 00 P[Q(G(n,1/2)) > k(n)] = 1.

) = oo, pak



P: V podstaté dokazujeme pro k(n) = (2 —¢) logn. E(n, k) = stfedni

pocet k-klik v G(n,1/2). k(n) < 2logn, protoze E(n,2logn) — 0.

k(n) > 3/2logn, protoze

log E(n,3/2logn) = 3/2log?n — 9/8log? n — co.

Budeme chtit pouzit lemma o malém rozptylu. X (X, ) bud’ proménnd

pocitajici pocet k(n)-klik. Jeji rozptyl je soucet kovarianci pro kazdou

k(n)-tici vrcholl zv14st, navic to jesté sec¢teme podle velikost{ primnikii

t, C(t) bude dany soucet pro pruniky velikosti ¢.

Kovarianci dvou k-tic S,T mohu odhadnout pomoci E[XgX7] <
t

2(2) 72(2) . C(t) pak kombinatoricky jako

ow < (1) (5 (=) e

Budeme nyni chtit ulimitit Zf>2 LM 4o nuly, trikem ji rozlozime

E[X]?
na dvé sumy: do k/2 a nad k/2.
Prvni ¢ast pujde do 0, pokud k < 2logn. Vypocet:

i < *(}:)((;?:2) 2(8) < w2e(ntey 12772 < (w22 Ry

Sumu pak omez jako geometrickou fadu. Druhd ¢ést pocita jen s jed-
nou mocninou E[X]. Pouzijeme, ze 3/2logn < k.

02 (2 ) 200 < gty

< (210g k+2k/3—3k/4)k—t.

Opét omez geometrickou Fadou a pouzij fakt, ze F[X] jde do ne-
konetna, ¢ili to plati i pro druhé mocniny.

D: H graf je balancovany, pokud jeho hustota je vétsi nebo rovna
v8em jeho podgraftm.

T: Pokud je H balancovany, p jeho hustota, pak funkce n—1/p je jeho
prahova funkce.

D: Mnozina R C [n] bude mit rizné sumy, pokud jeji viechny sumy
jsou ruzné. f(n) je maximalni velikost takové R.

T (Mensi zlepseni rozdilnych sum): f(n) < log, n+ (1/2) log, logy n+
O(1).

P:Mame zadané r[; ), vezmi ndhodnou sumu (kazdé éfslo vezmi
s pravd. 1/2). Spocitej stfedni hodnotu, rozptyl. (Indikdtory jsou

nezévislé.) Cebysev ndm déva: P[|X — u| > InvE/2] < A2, &ili
il—A"2 < P[|X —pu < IVEk/2]. Vsimneme si déle, ze jedné
konkrétni hodnoty nabude X s pravdépodobnosti 0 n. 27k, ¢ili
P[...] < 27%(AnVk + 1). Spojime nerovnosti a upravime.
Lovaszovo lokalni lemma

T(Symetrické LLL): Bud Ai,..., A, s.t. P[A;] < p a vSechny vy-
stupné v zdvislostnim orientovaném grafu jsou nanejvys d. Pokud
ep(d+1) <1, pak

A;] > 0.

=

Pl

=1

T (Asymetrické LLL): Bud A;, nastav k nim redlné 0-1-proménné ;.
Pokud plati
PlA) > [ (1—=y),pak
(i.))EE

P4 = [t — =) >o0.

P:Je tfeba potitat A; (to, co nechceme, aby se stalo) za pfedpokladu,
Ze uz se néjaka podmnozina S jevu nestala. Indukei podle S dokazu-
jeme: P[A;] njesfj] < ;.

Z3aklad indukce je hned z pfedpokladu. Déle rozdélime S na zajimavé
(S1) a nezavislé na A; (S2). RozepiSeme:

PlA;i NNjes, Al Mies, All

PlA;| () 4)] = PPce T Mics, 1

jeS
Nahofe muzeme odhadnout pomoci P[A;|...], coz d& =z; =z
pfedpokladi véty, nebot Sz byly nezdvislé na A;. Dole pouzijeme
indukci: rozdélime jmenovatel na soucin nezdvislych jevii, které
v8echny maji menéiﬁS: P[ﬂjesl Aj| nleSQ Aj] = P[Aj,] nl652 Al -
P[Aj,|Aj; N OZESQ Al L=z ) =) - (1= xy,.).
P (Symetrické LLL):Nastav ; na 1/(d+1). Pak z; [1(; ep(1—2;) =
(d+1)"1(1-1/(d+1)? < (e(d+ 1))~ > p a mizeme pouiit asy-
metrické lemma.
T (Barveni hypergrafu):H hypergraf, kde kazdd hrana ma alespon k
vrcholfi a pronika nanejvys d hran. Pokud e(d + 1) < 25~1, tak H je
2-obarvitelné.

P:Pouzij symetrickou verzi LLL na jev, ze hrana je jednobarevna.

T (Cykly dlouhé ndsobek): D digraf, minimaln{ vystupen §, maximalni
vstupen A. Pak plati-li & < tak D obsahuje orientovany
cyklus délitelny k.

s
TFIn(1+3A)°

P:Piifad vrcholim é&fsla a jev A, bude jev, kdy 32 € Ni(v) s.t.
k(z) = k(v) + 1 mod k. A, pak nezdvisi na barvé v, jen na barvich
N4 (v), &ili zavisi jen na takovych A, kteii jsou bud piimo naslednici
v nebo maji s v spoleéného néslednika. Téch je celkem JA, cili
ep(d+1) <e(1—-1/k)(A+1) < 1.

D:Obarvéme redlnd ¢isla k barvami. S C R je duhovd = ¢(S) = [k].

T:Vk3Im s.t. VS C R, |S| = m, umime nabarvit redlnd ¢isla k barvami
tak, aby jakékoli posunuti m bylo duhové.

P:Konecné mnoho posunuti: jedno posunuti zévisi na méné nez m?
jinych, pravdépodobnost neduhovosti je k(1 —1/k)™. Zvol m spravné.

Nekoneéné mnoho posunuti: kompaktnost.

Cernov a spol.

O(Cernov pro {0,1} nez. p.):P[X > E[X]+t] < e=2t?/n g symetricky
pod stfedni hodnotou.

O(Cernov pro (0,1) nez. p.):P[X > E[X] +t] < eXp(ﬂa;iﬁs/?,)) a
symetricky pod stfedni hodnotou.

D (k-pakovédni):Mdme rodinu F, |F| = m podmnozin z [n], hleddme
max. podrodinu, ze kazdy element je nejvyse k-krat obsazen.
k-pakovan{ muzeme reprezentovat jako matici n xm s hodnotami 0/1,
hleddme nejvétsi podmnozinu sloupct, co se nascitaji na nejvys k v
kazdé slozce.

Vyftes linedrné, zaokrouhluj podle j-té slozky optima (x;‘) na 1 nebo 0.
Ely] = OPT*, E[(Ay)i] < k, ale to nemusi byt pfipustné — nastavime
y; = 1 s pravd. (1 —e/2)z}.

T: € [0,1], & > % In(2n + 2). Pak s pravdépodobnosti > 1/2 je y
piipustné s alespon (1 — e)OPT* mnozinami.

P: Nastav X soucet v j-té slozce matice. OPTx > k, E[X]| =
(1e/2)OPT*, Var[X] < E[X] jako obvykle.

2 2
Pak P[X < (1-¢/2)OPT*] < exp(—{5OPT*) < exp(— 55k < 5745

Druhou stranu udéldme totozné.



