Diskrétni matematika
Pojmy

Mnoziny, relace

D (Potenéni mnozina):2X = systém vSech podmnozin X.

D (Relace): R Relace na X = podmnozina kartézského souéinu X x X.
Lidsky feceno, néjakd mnozina usporadanych dvojic z X.

D:Relace je reflexivni, pokud Vz € X : (z,x) € R. (Zapisujeme zRx.)
D:Relace je symetrickd = Vz,y € X : (zRy) — (yRx).

D:Relace je antisymetrickd = Vx,y € X,z #y : (tRy) — —(yRx) .
D:Relace je tranzitivni = Vz,y,z € X : (zRy & yRz) — (zRz).
D:Relace je usporaddni = je reflexivni, antisymetricka, tranzitivni.
D:Relace je ekvivalence = je reflexivni, symetricka, tranzitivni.
Usporadani

N:Vétsinou usporadani znacime (X, <), ¢ili piSeme z < y misto zRy.

D:Retézec C C X je mnozina prvki, ktere jsou vSechny navzajem
usporadané, ¢ili Va,y € C : x < yVy < x. Obvykle jsou usporadané
za sebou.

D: Antiretézec A C X je mnozina prvki, kde ani jeden neni mensi nez
jiny, ¢ili mezi sebou nemaji zadné vztahy. Vr,y € A,z #y : —(z <
yVy<a).

Velikost nejvétsiho fetézce v usporadani S znacime w(S), velikost nej-
vétsiho antifetézce «(S).

T(Dlouhy a Siroky):Pro uspofadani S = (X, <) plati a(S)w(S) >
|XI.

T (Erdos-Szekerés):Kazdé posloupnost n2+1 realnych c¢isel obsahuje
monoténni posloupnost délky n + 1.

T (Dilworth):Kazdé usporddéani S jde plné pokryt pomoci «(S) dis-
junktnich retézcu.

Zobrazeni

D:Zobrazeni je jen jiny nazev pro funkci.

V diskrétni matematice budou obvykle zobrazeni z koneéné mnoziny
M do kone¢né mnoziny N. Pozor, N neni obor hodnot, zobrazeni
f(z) = 2 muze byt tieba z {1,2,3} do {1,2,3}.

D:Zobrazeni f je prosté =Vz,y € M,x #y: f(x) # f(y).
D:Zobrazeni f je surjektivni = Vy € NIz € M : f(x) = y. Také se
tika, ze f je ,na‘“.

D:Zobrazeni f je bijekce = f je prosté a na.

Poéitani

D(Faktorial): n!=n-(n—1)---1.

D (Padajici faktorial): nE =n-(n—1)---(n —k +1).

D (Zavorkové notace):[k] nejéastéji = {1,2,...,k}, ale také [n = 1]
1, pokud n =1, a 0 jinak.

D (Kombinadni ¢isla):
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D(Stirlingova ¢isla 1. druhu):
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D(Stirlingova ¢isla 2. druhu):
-1 -1
T R
1 ik T
(=g (- ()=

Jj=0

D (Bellova ¢isla (pocet ekvivalenci)):

Fibonacciho posloupnost:
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Harmonickd posloupnost:
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Binomickd véta:
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Zobecnénd binomickd véta (v rediné):
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Grafy

G = (V,E) graf. Hrany (a,b) — orientovany graf. Multihrany {a,b},
{a,b} a smycky {a,a} se obvykle neuvazuji. Znaceni: n = |G| = |V]|
pocet vrcholt, m = ||G|| = |E| pocet hran.

Stupen vrcholu je pocet hran, které z néj vedou — list ma napiiklad
stupen 1. Pro graf definujeme miniméalni stupen ¢, primérny stupen
d (jako 2|E|/|V]) a maximalni stupen A.

Uplny graf Kn = ([n], ([g])) Je-li orientovany, fikd se mu turnaj
(mezi 2 vrcholy turnaje je jen jedna or. hrana). Graf H nazveme
doplrikem jiného grafu G na stejné mnoziné vrcholi, ma-li H hrany
mezi témi vrcholy, mezi kterymi je G nemd, a naopak.

Bipartitni graf ma dvé skupiny vrcholl, hrany jdou jen mezi skupinami
(partitami). Uplny bipartitni Km,n ma partitu velikosti m, partitu
velikosti n, a hrany jsou vSechny dvojice mezi nimi.

Kruznice Cp, mé vrcholy zapojene do fetézu. Cesta Pp je kruznice
bez hrany. Hamiltonovskd cesta v grafu G je podgraf takovy, ze je
cestou na vsech jeho vrcholech, ¢ili podgraf P\V(G)\ . Ne vsechny grafy
Hamiltonovskou cestu obsahuji.

G je souvisly, pokud se z kazdého vrcholu dostanu po hranich do
kazdého jiného. Zobecnéné: Graf je (hranové n. vrcholové) (k + 1)-
souvisly, pokud po odebrani k£ (hran n. vrcholl) je graf stale souvisly.
Hrana n. vrchol je kritickd, pokud jejich odebrani snizi k-souvislost.
1-kriticka hrana je most, 1-kriticky vrchol artikulace.

Graf T je strom, pokud je souvisly a bez kruznice. Graf je les, pokud je
disj. sjednoceni stromt. Kazdy strom je les, pro les plati ||T'|| = |T'|—c,
kde ¢ je pocet komponent.

Podgraf G' je né&jakd podmnozina vrcholt grafu G a néjakd podmno-
zina téchto vybranych vrcholii. Podgraf je indukovany, pokud vybe-
reme vSechny hrany, které maji oba konce v G’ a jsou hranami G.
Muzeme také tici, ze graf G obsahuje I jakoindukovany podgraf, po-
kud I umim vytvofit z G jen pomoci odebirani vrchold.

Klika je podgraf, ktery je také K; pro néjaké ¢. Nezdvisld mnozina
je mnozina vrcholl, kde zadné dva spolu nesousedi. Kostra je nej-
vétsi podgraf co do poétu vrchold, ktery je zaroven stromem. Velikost
nejvétsi kliky se znadi x(Q), velikost nejvétsi nez. mnoziny a(G).
Matice sousednosti A pro graf G je takova matice, kde pocet sloupct
i fadku je |V| a dva vrcholy ¢ a j spolu sousedi hranou, pravé kdyz
v matici je v misté A;; jednicka, na ostatnich mistech jsou nuly.
Matice incidence B pro graf G je takova matice, kde pocet sloupcu je
|E|, pocet Fadku je |V| a na pozici A;e je jednicka, pokud vrchol i je
jednim ze dvou konci hrany e, nula jinak. Graf nazyvame k-requldrng,
pokud mé vSechny stupné stejné a rovnaji se k. Kazda kruznice je 2-
regularni graf.

Rekneme o grafu, 7e je k-obarvitelny, pokud 3 funkce ¢ : V(G) —
{1,2,...,k} takova, ze kazda hrana je dvoubarevn4, ¢ili Vuv € E(G) :
¢(u) # ¢(v). Barevnost grafu G je minimalni k takové, ze graf G je k-
obarvitelny. Vsimnéte si, ze 2-obarvitelny graf je bipartitni a naopak.
O grafu G, |G| = n feknéme, ze je d-degenerovany, pokud pro néj exis-
tuje (linedrni) uspofadani vsech vrchold (v1,vs,...,vn) s nasledujici
vlastnosti:

Prvni vrchol v; v tomto uspofadani ma stupen nejvyse d. Vrchol vg
muze mit v G stupen d + 1, ale musi platit, ze v grafu G — vy (po
odebrani vrcholu v1) uz méa stupen nejvyse d. Obecné vrchol v; musi
mit nejvyse stupen d v grafu G —v; —vg —v3... —v;_q.

T (Princip sudosti):y
nt sudé cislo.

vV deg(v) = 2|E|, ¢ili specielné je soucet stup-

T (O bipartitnich grafech):Graf G je bipartitni, pravé kdyz neobsahuje
lichou kruznici jako podgraf.



Techniky

Matematicka indukce
Néhled na pfirozena cisla:

® 0 je pfirozené &islo. (1 téz.)

® Pokud z je prirozené cislo, x + 1 je také prirozené cislo.

Druhé pravidlo je ve formé implikace — to, Zze = je pfirozené (¢islo,
mame ,zadarmo® jako pfedpoklad. Stejnym zptsobem se da nahlizet
na cokoli, co ma ,uvniti¥“ strukturu pfirozenych cisel.

Priklad 1: y_1" (20 +1) = (n + 1)2.

o Zaklad indukce: Y0 (2i+1) = 1= (0 + 1),

® Indukéni krok: Dokazujeme implikaci. Pfedpokladem je, ze vzorec
Z?:O(Qz' + 1) plati pro v8echna é&isla od 0 do n. Nasim cilem je
ukazat, ze vzorec plati i pro hodnotu n + 1.

Standardni postup: Situaci (vzorec) pro n + 1 upravime na vzorec
pro n a néjaky zbytek, vzorec pro n nahradime pravou stranou pro
n (indukéni pfedpoklad) a pravou stranu pro n a zbytek upravime
na pravou stranu pro n + 1.

n+1 n
it =D @+ | +en+1)+1)=
1=0 1=0

=m+1)2+@n+3)=n’+2n+1+2n+3=n+4n+4 = (n+2)>.

Priklad 2: Méjme rovinu a na ni n pfimek v obecné poloze (z4dné dvé
nejsou rovnobézné, zadné t¥i se neprotinaji ve stejném bodég). Pak
tyto pfimky rovinu sekaji na (n'z"_l) + 1 oblasti.

® Zaklad indukce: Jedna pfimka sekd rovinu na 2 oblasti.

® Indukéni krok: Dokazujeme implikaci. Mame v roviné n+1 pfimek
v obecné poloze. Vime, ze kdyz jednu odebereme, v roviné zbude n
primek a dostaneme (n+1) oblasti (indukéni predpoklad). Vratime
tedy pfimku do roviny, tato pfimka m&a n prusecikt z ostatnimi
pfimkami a tedy protind n + 1 oblasti napul, ¢ili vznikne n + 1
novych oblasti (zbytek). Se¢teme:

(n+1 n24+n+2n+2
2 2
Postup Feseni sumaéniho prikladu

+1:(7’L+2

J+1+(m+1)= )

)+ 1

e Zkusit malé pfipady, uhodnout vysledek, dokazat indukci.
* Rozlozit sumu riiznymi zptisoby (ala > k/2F).

® Vyuzit aritmetiku sum, vymeénit sumace.

® Pouzit binomickou vétu.

® Kdyz nic, tak aspon vymyslet néjaké odhady.

e Najit linedrni rekurenci.

® Pouzit vytvorujici funkce.

® Pouzit diskrétni integraci.

Znamé sumy
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Princip inkluze a exkluze
Velikost sjednoceni muzeme pocitat pomoci postupného pficitani a
odéitani vétsich a vétsich prunika (jejichz velikosti budou mensi). Za-
psano matematicky:

Jad=> v > 1Al
1..n >0 1... I
iz re(*;m)
Priklad: Spocitejte pocet rozmisténi 8 kamentu na Sachovnici 4 X 4
tak, aby Zadné 4 nelezely na stejném rvadku nebo sloupci.
Myslenka inkluze a exkluze spociva v tom, Ze umime nas problém
rozdélit na néjaké ¢asti pomoci pravidelnosti. Obecné jev (pojem z
pravdépodobnosti) bude né&jakd udalost, kterou budeme chtit spocitat
nebo vyjadiit. Ukol se nas tedy pté na:

|A], kde A = {z; z je rozmisténi 8 kameni na Sachovnici 4 x 4 tak, ze
z4dné 4 nelezi na stejném radku nebo sloupci}.
z je tedy onen jev, ktery chceme spocitat. Vsimnéme si, ze ho mizeme
rozdélit na mensi kusy pomoci logickych spojek A, = a V:
A = {x;z je rozmisténi 8 kamenii tak Ze 4 nejsou na prvnim Fadku A
4 nejsou na druhém fadku A 4 nejsou na tfetim ¥adku ... }.
Vidime, zZe naSe jevy umime rozlozit na mensi ¢asti pomoci operace
A. Uplné stejné umime rozloZit i mnozinu A, akorate pomoci operace
N (neni ndhoda, ze vypada jako A:
Pokud A; = {z;2 je mnozina rozlozeni 8 kament tak, Ze 4 nejsou na
i-tém Fadku } a B; = {x; 2 je mnoZzina rozlozeni 8 kament tak, ze 4
nejsou na i-tém sloupci }, tak

A=A1NA3NA3NA4NB; N ByNByN By.
Posledni potiz mame s tim, ze princip inkluze a exkluze pocita pruniky
a ne sjednoceni. Na to nam ale pomohou De Morganova pravidla, plati
totiz:

A=A UAyUA;3...

Pokud ptechdzime z piivodniho problému na problém opacny, casto
se Fikd, Ze poéitdme Spatné jevy — zde je vidét pro¢, Ay = {z;z je
rozmisténi 8 kament na Sachovnici tak, ze 4 kameny jsou na prvnim
Fadku.}.
Velikosti jednotlivych $patnych jevii spoéitame snadno tvahou: |A;| =
B = (12
1Bil = (4)-
Protoze kament je jen 8, tak mohou byt max. dva fadky nebo sloupce
najednou zaplnény. Z toho mame |A;NA;| = |B; N Bj| = 1 a velikosti
prunika trojic a vySe uz jsou nulové. Jesté si rozmyslime, ze prunik
fadku a sloupce neni nulovy: |A; N Bj| = (51))

Nyni aplikujeme princip inkluze a exkluze, jak ho zname:

A= A=D1+ B -y AN A

4 i iy
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Grafové dukazy
Indukce

Standardné se déla podle poctu vrcholti nebo podle poc¢tu hran. Kla-
sicky prubéh: odeberu vrchol nebo hranu, aplikuji na zbytek grafu
indukci, vrchol nebo hranu vratim a zdtvodnim, ze dokazovana véta
plati i nadéle.

Priklad: Kazdy souvisly graf obsahuje alesponi |V| — 1 hran. Dikaz:
Aplikujeme indukci podle pocéu hran.

Zacatek indukce: Pokud souvisly graf neobsahuje kruznici, tak je stro-
mem, a tedy mé presné |E| = |V| — 1 hran a tvrzeni plati.

Indukéni krok. Necht graf kruZnici obsahuje. Vezméme jednu hranu
na kruznici. Hranu e odebereme. Zbyly graf je souvisly, a tedy méa
alesponi |[V| —1 hran. Pridanim hrany se pocet hran jen zvysil, a tedy
nerovnost |E| > |V| — 1 stale plati.

Kdy indukce nefunguje: pokud chceme néco dokazovat pro k-regularni
grafy, je tézké indukci pouzit. Nejmensi k-regulérni graf je sice Kj, 1,
ale to neznamena, ze kazdy regularni graf jde vytvorit za pomoci grafu
Kit1-

Dukazy algoritmické

Casto se pouziva prohledavani do sitky nebo hloubky, pfipadné hla-
dovy algoritmus.

Priklad: Kazdy strom na alespon 2 vrcholech obsahuje alespon dva
listy.

Dikaz: Zac¢néme v libovolném vrcholu v. Pokud uz je listem, tak si
oznacime uz jeden list za nalezeny. Kdyz ne, tak méa stupen alespon
2. Vydejme se prohledavanim do hloubky, jednou po jedné jeho hrané
a podruhé po druhé jeho hrané. Prochazejme stromem, dokud to jde.

Jakmile prohledavani uz nemiize zpét, tak to nemutze byt proto, pro-
toze z vrcholu vedou hrany zpatky — kdyby vedly, byla v grafu kruz-
nice. Musi to byt tedy proto, protoze z daného koneéného vrcholu uz
neni cesta zpét. Jeho stupen tedy musi byt jedna.

Protoze jsme poslali prohledavani na dvé strany, dostaneme tak dva
vrcholy se stupném jedna a tedy dva listy.

Dukazy pi¥imé a sporem

Obcas je dobré pouzit ,pseudoalgoritmicky dukaz“: predpoklidejme,
7e objekt (nejdelsi cesta, kruznice né&jaké délky) je uz nalezen, co
to potom fikd o vlastnostech celého grafu? Vyhodou je, ze danou
cestu/kruznici nemusime nalézt, ale ,spadne z nebe“.

Dalsim uziteénym trikem je zkusit néco dokazovat sporem, zvlasté s
rovinnosti grafu nebo se sudosti/lichosti stupna.



